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AVERTISSEMENT

Ce dictionnaire est un dictionnaire généraliste principalement destiné aux étudiants des
premieres années d’ université et aux utilisateurs professionnels non mathématiciens.

Une attention toute particuliere a été portée aux étudiants et aux utilisateurs dans les
domaines des sciences expérimental es et des sciences économiques et sociales. Dans e souci
de leur fournir un outil de travail adapté, les articles ont été rédigés en restant au niveau
mathématique le plus élémentaire possible. En outre, chaque fois que cela apparait néces-
saire, ladéfinition est précédée par une courte introduction en langage « courant ».

Certains termes et concepts mathématiques de base, en nombre trés restreint et dont la
vertu est de clarifier les définitions et d’ éviter les ambiguités, sont néanmoins utilisés. En
particulier, on se référe souvent a I’ espace probabilisé (€2, A, P), notion qui se comprend
facilement : Q est I’ensemble de tous les resultats possibles, A est I’ensemble de tous les
événements auxquels on pourra attribuer une probahilité, et P est cette mesure de probabilité,
dont lesvaleurs sont comprisesentreO et 1... le niveau d’ abstraction n’ est pasinsupportable !

Toujours dans le souci de la meilleure efficacité, ce dictionnaire a un parti pris de
redondance : redondance de contenu entre les articles, et souvent redondance du vocabulaire
al’intérieur de chague article.

Enfin, ce dictionnaire inclut un certain nombre d' articles, ou de parties d' articles, dont on
pourrait quaifier le niveau mathématique d'intermédiaire, qui lui permettront d’ étre égale-
ment utile aux étudiants de mathématiques des premiéres années.

Nous avons choisi de garder pour certains concepts e vocabulaire usuel méme lorsqu’il n’ est
pas trés bien choisi et représente un héritage malheureux des siécles précédents (la
« variable » aléatoire!). En outre la terminologie n’ est pas complétement fixée. Nous avons
systématiquement indiqué lesvariantesles plus courantes. Entout état de cause, si I’ utilisateur
trouve insolite I’ utilisation d’ un mot danstel ou tel manuel, il ne doit pas se laisser perturber,
mais chercher simplement quel sens précis a ce mot dans ce manuel. Laméme remarque peut
étre faite pour les notations. Seule exception a notre ouverture aux notations variées, nous
noterons P(A) la probabilité de |’ événement A, et n' utiliserons jamais Pr(A) ou Prob(A).

Un détail enfin : en regle générale, toutes | es valeurs numériques qui sont données dansles
exemples sont des valeurs approchées (par arrondi ala décimale laplus proche) sans que cela
soit marqué par la (trop lourde) présence de points de suspension. Bien entendu, une valeur
approchée peut aussi étre exacte, et il est laissé au lecteur le soin de le détecter.

Quelques conseils matériels d' utilisation
Lorsgu’ une expression contient plusieurs mots, I’ article correspondant est répertorié au
mot le plus significatif (mais de nombreux renvois facilitent la recherche).
Les crochets dans une entrée d' article ou un synonyme encadrent une partie optionnelle
de |’ expression.
Les mots du texte qui renvoient a une autre entrée sont mis en italiques.
Enfin, quelques rares expressions n’ont aucun équivalent dans I’ usage anglo-saxon (par
exemple « épreuves répétées »), elles ne sont donc pas traduites.

Francois Dress
dress@math.u-bordeaux.fr
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absolument continue (variable aléatoire) (absolutely continuous

random variable)
Voir variable aléatoire (typologie).

acceptation (région d’)
Voir région d’ acceptation.

(acceptance region)

additivité (additivity)
Soit un espace probabilisable (€2, A). On s'intéresse aux applications définies sur I’ ensemble
A des éveénements et a valeurs réelles positives, et on veut caractériser la propriété qui fera
d’ elles des mesures (en langage mathématique général) ou des mesures de probabilité alias
probabilités (en langage spécifique au calcul des probabilités).

A un niveau éémentaire, on se limite & la réunion finie, avec deux formules qui sont d’un
usage extrémement fréquent (P est une mesure de probabilité) :

si A et B sont digoints: P(A U B) =P(A) + P(B)
defacon générae: P(A LU B) =P(A) + P(B) —P(A N B)
Exemple On considére une population humaine P et le systéme ABO de groupes sanguins.

Les probabilités qu'un individu tiré au hasard dans la population P présente |’ un des 6 géno-
types possibles dans ce systéme sont données par le tableau ci-dessous :

(o]0) OA AA OB BB AB

0,435 0,364 0,076 0,086 0,004 0,035

Si I’ on examine maintenant les phénotypes, I’ événement « phénotype A » est constitué par la
réunion des événements « OA » et «AA », qui sont digoints, et sa probabilité est donc
P(OA) + P(AA) = 0,440.
A un niveau plus approfondi, il faut envisager la réunion infinie dénombrable, pour laquelle
I’ axiome de c-additivité énoncé ci-dessous doit étre vérifié.
On dit qu’une application p: A — [0, + o[ est g-additive si, pour toute suite (A)(n=1, 2, ...)
d ééments de A, deux adeux digoints, on a:

u(u An) = > A
n=1 n=1
On notera une conséguence importante : si lesA,, forment une suite croissante (au sensde la

théorie desensembles, i.e.si A, c A, . 1), dors u( U An) = lim p(A,).
n=1 N=ee
Voir espace probabilisé, mesure de probabilité, Poincaré (formule de).



2 affine (fonction)

affine (fonction) (affine function)

Fonction de laformey = a + bx que I’ on rencontre notamment en statistique comme courbe
de régression. Une telle fonction est souvent appelée « linéaire » par abus de langage.

ajustement linéaire, polynomial, exponentiel,

logarithmique (fitting)
On considéere deux grandeurs numériques x et y intervenant dans |’ étude d’un phénomene.
On suppose qu'il existe une liaison entre ces deux grandeurs, et que cette liaison est aléatoire
(qu'il s agisse d’un phénomeéne déterministe pertubé par exemple par des erreurs de mesure,
ou dun phénomeéne intrinsequement aléatoire). Le plus souvent, cette liaison sera repré-
sentée — ou sera présumée pouvoir étre représentée — par une relation mathématique simple,
par exemple: y=bx (liaison linéaire), y = a+ bx (liaison affine, le plus souvent qualifiée
aussi delinéaire), y = bxP (liaison puissance), y = ay + a;X + ... + a,x" (liaison polynomiale),
y = ae (liaison exponentielle), y = a + b In x (liaison logarithmique).

Le probléme se pose aors, connaissant un ensemble de points expérimentaux (un « nuage »,
dans le vocabulaire statistique), de trouver la forme mathématique de la liaison et les
« bons » coefficients (ou paramétres) numériques. Lorsgue le phénomene sera déterministe
pertubé aéatoirement, le nuage de points sera trés voisin de la courbe y = f(X) que I’on
cherche a déterminer. Lorsque le phénomeéne sera intrinsequement aléatoire, le nuage sera
plusdispersé et lacourbey = f(x) seralacourbe qui passeraau mieux au « milieu » du nuage
des points. La courbe ainsi déterminée, dans un cas comme dans |’ autre, sera appel ée courbe
d’ ajustement ou, dans le cas particulier affine, droite d ajustement.

S (X1, Y1), (%21 ¥2), -.r (X, Vi) €St l€ NUAgE de points, et si f =1, |, estla«forme» connue
ou présumée de la relation mathématique, dépendant des paramétres a, b,..., la méthode
standard (due a Gauss et Legendre) s appelle la méthode des moindres carrés : elle consiste
adéterminer les valeurs des paramétres a, b,... comme celles qui minimisent la somme des

carrés des écarts z (y; —f(x;))2. Dansle cas particulier affine et dans une situation de type
n=1

déterministe pertubé aléatoirement, on obtient ainsi la droite des moindres carrés.

Dans une situation de type intrinsequement aléatoire, la somme des carrés des écarts n’ est pas
exactement une variance, mais elle est directement liée aux variances des variables a éatoires
que I’on doit introduire pour modéliser la situation. L’ ensemble des conditions a satisfaire
inclut une minimisation de la variance et on aboutit exactement aux mémes formules et aux
mémes valeurs des paramétres. Le contexte probabiliste-statistique induit un changement de
vocabulaire : plutét que de droite d’ ajustement ou de droite des moindres carrés, on parle de
droite de régression ; plutét que de courbe d' gjustement, on parle de courbe de régression.
Signalons pour terminer que les liaisons linéaire, affine et polynomiale sont directement trai-
tées par les techniques (équivalentes) de moindres carrés ou de régression linéaire, tandis que
les liaisons puissance et exponentielle sont le plus souvent ramenées aux cas précédents par
passage aux logarithmes: y = bxP devient Iny=Inb+ pInx, y = ag* devient Iny = In a + kx.

ajustement
Voir droite d' ajustement et khi—deux d’ ajustement (test du).

aléatoire (random)

Cet adjectif qualifie danslalangue courante des phénoménes dont les « résultats » sont varia-
bles, non ou mal maitrisables, imprévisibles, ..., et s oppose a « déterministe ». || est égale-
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analyse de la variance (test d’) 3

ment employé, avec un sens mathématique codifié, dans des expressions qui désignent
certains concepts du calcul des probabilités (expérience aléatoire, variable aéatoire,
processus aléataire, ...).

Le calcul des probabilités a pour but la « modélisation » des phénomenes aléatoires, dés lors
qu’ils sont reproductibles dans des conditions identiques. Selon les cas, cette reproduction
pourra étre provoquée par I"homme (expérimentation), ou sera « naturelle » (observation).
La reproductibilité est essentielle notamment pour fonder |’ estimation des probabilités, ce
qui explique I’ extréme difficulté — conceptuelle et pratique —d évaluer la probabilité d' un
événement tresrare.

On notera que la variabilité des phénomenes qualifiés d’ aléatoires peut étre soit intrinseque
(variabilité d’'un caractére biologique, imprévisibilité d’ une désintégration radioactive), soit
liéeal’imprécision ou al’erreur de lamesure de la grandeur qui peut étre déterministe.

Voir hasard, modélisation, variable aléatoire.

algebre d’événements (field of events)
Famille (ensemble) A d’ évenements qui vérifient les propriétés qui caractérisent une « algébre
de Boole » de parties d' un ensemble E : appartenance de E a.A, « stabilité » par réunion finie
et par passage au complémentaire.

Si on gjoute la stabilité par réunion dénombrable, on obtient une G-algébre ou tribu.

c-algebre
Voir tribu.

alphabet grec
Voir grec (alphabet).

amplitude (amplitude)
Terme souvent utilisé pour désigner lalargeur d’ une classe (bornée) : I'amplitude de laclasse

13, &+ estlay, 1 —a).

analyse combinatoire (combinatorial analysis, combinatorics)

Branche des mathématiques qui étudie les « configurations », formées a partir d’ « objets »
pris dans un ensemble fini donné et disposés en respectant certaines contraintes ou certaines
structures fixées. Les deux problémes principaux sont I'énumération des configurations, et
leur dénombrement.

Les dénombrements (arrangements, combinaisons, permutations) jouent un roéle important
en probabilités combinatoires, ol I’ hypothése d' équi probabilité ramene la détermination des
probabilités & des comptes d’ événements élémentaires.

analyse de la variance (test d’) (variance analysis test)

Test paramétrique qui permet de comparer globalement plusieurs espérances mathématiques
entre elles. La dénomination du test s explique par son fonctionnement, qui décompose la
variance de I’ ensembl e des observations en deux variances partielles, 1a premiére fournissant
une estimation «inter-classes» de la variance commune, et la seconde une estimation
«intra-classes » (ou « résiduelle »). On teste ensuite le quotient : si la premiére estimation
est sensiblement plus grande que la deuxiéme, on rejette aors I” hypothese H, d’ égalité de
toutes |l es espérances.



4 analyse de la variance (test d’)

test de comparaison
de g espérances mathématiques [, , Wy, ..., Hg

* Données. g classes ou groupes, soit pour chaquek(l <k<q) :unéchantillon (X, X s X )
den, valeurs observées d’ une variable aléatoire numérique X, d’ espérance mathémati que TS On
note N le nombretotal n, + n, + ... + n, de valeurs observees.

* Hypothese testée. Hy = « iy = 1, = ... = g » contre H; = « il existe au moins deux espé-
rances différentes ».

« Déroulement technique du test

la. Pour chague k, on calcule la moyenne de |’ échantillon n® k :
+ + ...+
Xkl Xk2 Ry ank

my =

N
1b. On calcule lamoyenne générale:
_ Mg+ n,my + .+ mg
N
2. On calcule les 2 sommes de carrés qui « analysent » la variance compléte :

q
Q; = an(mk_M)zn

k=1
a ([ M
Q; = Z[Z(in_mk)z}
k=1Ni=1
a [ M
(nota : lasomme Q; + Q; est lasomme compléte ) (Z(in —M)ZJ).
k=1%i=1
On calculeensite s? = Q—ll , estimation « inter-classes » de lavariance commune, et
s = —Q—Z-& estimation « intra-classes » (« résiduelle »).
3. On calcule enfin la valeur observée de la variable de test :
F -8
q-1LN-q S%I

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de la loi de
Fisher-Snedecor. Elles dépendent des deux degrés de liberté q—1 et N—q, et du
risque o.. On noteraque lestables delaloi de Fisher-Snedecor sont unilatérales. En effet,
S Hy est fausse, alors |’ estimation inter-classes de la variance ne peut étre qu’ augmentée.
» Conditions et précautions
— En théorie les X, doivent étre des v.a. normales; en outre elles doivent avoir méme
variance, exigence difficile a apprécier et acontroler... S'il semblait que celane soit pasle
cas, on peut appliquer le (test de) Bartlett, ou bien rechercher dans un ouvrage spéciaisé
d’ autres procédures applicables;
— lorsgue les X, ne sont pas normales, le test est robuste et reste applicable si les effectifs
des groupes sont « assez grands ».
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analyse de la variance a un facteur 5

analyse de la variance a un facteur (one-way ANOVA)

Méthode d’ analyse d' une situation ou I’ on expérimente |’ effet d’ un facteur sur une variable,
facteur supposé agir exclusivement sur |’ espérance mathématique. Dans un premier temps de
I"analyse, on teste I existence d' un effet du facteur par le (test d') analyse de la variance : la
variance inter-classes s interpréte alors comme la part de variance due au facteur considéré,
et le terme de variance résiduelle se justifie alors pleinement.

Si I'hypothése H, est rejetée, cela signifie que le facteur a un effet, et dans un deuxieme
temps de |’ analyse, on estime les espérances dont I’ ensemble décrit I’ effet du facteur.

La présentation globale et les notations données ci-dessous sont trés |égérement différentes
de celles du test d' analyse de la variance, de fagcon a pouvoir les généraliser naturellement au
cas de deux facteurs.

analyse de la variance a un facteur A

» Données. p classes ou groupes, avec pour chaque niveau i (1 <i < p) du facteur : un échan-
tillon (X1, Xigy -+, Xin, ) de n; valeurs observées d’ une variable aléatoire numérique X; d’ espé-
rance mathématique ;.

On note N le nombretotal n; +n, + ... + n, de valeurs observees.

* Modéle étudié

Les observations individuelles sont de la forme X = y; + E;, ou E; est un écart de loi
normale centrée et d’ écart-type ¢ (indépendant de I’ effet du facteur A).

On pose ; = W + o, oU W représente lamoyenne globale et o I’ effet du facteur A (en conve-
nant que la moyenne pondérée des effets est nulle).

» Premier temps

* Hypothése sur I'effet du facteur. Hy = « le facteur ne posséde aucun effet » = «p; =,
= ... = |, » contre H; = « il existe au moins deux espérances differentes ».

« Déroulement technique du test

— On calcule lamoyenne observée m de |’ échantillon n® i ;

— on calcule lamoyenne générale observée M (moyenne pondérée desm) ;

— on calcule les sommes de carrés relatives aux parts de variance observées et on regroupe
les résultats comme indiqué dans le tableau suivant :

Orl_gme . Somme de carrés ddl Estlmat_lon Test F
de la dispersion de la variance
n; 0
= - — M2 — .
totale Q= 2 Z(x,] M) N-1 e
i=1j=1
2 2 Qa Sa
facteur A Qp = 24(m,-—M)2 p-1 SA = 57 Fo_tn_p = >
i=1 R
. _ > _
résiduelle Qr = Q-Qp N-p S =
N-p

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de laloi de Fisher-
Snedecor.



6 analyse de la variance a deux facteurs

« Conditions et précautions. Voir analyse de la variance (test d’).
» Deuxiéme temps (en cas de rejet de Hy)

* estimations des effets

— U est estimée par M,

— les o sont estimés par m; — M.

analyse de la variance a deux facteurs (two-way ANOVA)

Méthode d'analyse d’une situation ou I’on expérimente I’ effet de deux facteurs sur une
variable, facteurs supposés agir exclusivement sur |’ espérance mathématique. 1l faut distin-
guer les effets séparés des deux facteurs et envisager a priori uneinteraction possible.

Dans un premier temps de I’ analyse, on teste I’ existence de I’ effet des facteurs et I’ existence
d’une interaction par plusieurs tests de type analyse de la variance.

Si I'un ou I'autre de ces tests rejette I’ hypothése de non-existence d'un effet, il faut alors,
dans un deuxiémetemps del’ analyse, estimer les espérances dont I’ ensembl e décrit les effets
des deux facteurs ainsi que leur interaction.

Il existe plusieurs « plans d' expérience » possibles pour préciser le détail de I’ expérimenta-
tion. Les formules qui suivent concernent les deux plans d’ expérience les plus courants, qui
sont des plans « complets » et « équilibrés » : toutes les associations entre un « niveau » du
premier facteur et un niveau du second sont observées, et toutes les classes présentent le
méme nombre r d’observations. Le premier plan est « arépétitions» (r > 2), le deuxieme
sans répétition (r = 1), auquel cas I’on ne peut pas évaluer les interactions et I’on estime
seulement I’ effet des deux facteurs.

1. analyse de la variance a deux facteurs A et B
plan d’expérience complet équilibré avec répétitions

 Données. pq classes ou groupes, avec pour chaque couple (i, j) (1<i<p, 1<j<q) de
niveaux des facteurs : un echantillon (x;y, X, -, X;j) der valeurs observées d’ une variable
aeatoire numeérique X;; d’ espérance mathématique ;.

Le nombre total N de valeurs observées est égal apqr.

* Modele étudié. L es observations individuelles sont de la forme Xy, = w;; + Ej , ol Eyj est
un écart de loi normale centrée et d’ écart-type ¢ (indépendant de I effet d% facteursA et B
et de leur interaction).

On pose ;; = 1 + o + B + ;;, ou u représente la moyenne globale et o; I’ effet du facteur A,
B; I effet du facteur B v I’ mteractlon entre A et B (en convenant que Ia moyenne pondérée
deﬁ effetset del’ |nteract|on est nulle).

» Premier temps

» Hypothése globale sur I’ existence d’ effet(s) Ho = «il n'y aaucun effet » = « toutes les ;;
sont égales » contre H, = « il existe au moins deux espérances différentes ».

« Déroulement technique du test

— On calcule lamoyenne observée m; de chaque classe i, j) ;

— on caculeles moyennes marginales observéesm et m; ;

— on calcule lamoyenne générale observée M ;

— on calcule les sommes de carrés relatives aux parts de variance observées et on regroupe
les résultats comme indiqué dans le tableau ci-contre.

— on effectue troistests séparés, les valeurs de référence de lavariable de test sont alire dans
lestables delaloi de Fisher-Snedecor.
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analyse de la variance a deux facteurs 7
Origine Estimation
dela Somme de carrés ddl dela Test F
dispersion variance
d Q
- — 2 —
totale Q= 2 z Z (x,-jk M) par—1 par—1
i=1j=1k=1
- 2 Qa Sk
= _ 2 _ - —
facteur A Q, = qu(mi_ M) p-1 A= Foot, pgir—1) = ;g
i=1
J 2 2 OB Sé
facteur B Qg = prZ(m.j—M) q-1 S = 501 Foot patr—1) = >
j=1 R
Qg = -
interaction . ko = She
poq — — = =22
A8 rY Y (my—mj—m; + M)? P=D@=D g Fo-1a-1pacr-1 52
iR (p-1(g-1)
=1j=1
résiduelle Qr = Q-0 — Q5 —Qup pa(r-1) | s = %
pa(r=1)

« Conditions et précautions. Voir analyse de la variance (test d').
» Deuxiéme temps (en cas de rejet de Hy)
* estimations des effets
— nestestiméepar M ;
— leso; sont estimés par m — M, les 3 sont estimés par m; —M ;
— lesy; sont estimés par my —m; —m_+ M.

2. analyse de la variance a deux facteurs A et B
plan d’expérience complet équilibré sans répétition

» Données. pq classes ou groupes, avec pour chaque couple (i, j) (1<i<p, 1<j<q) de
niveaux des facteurs : une valeur unique x; observee d’une variable aléatoire numérique X;;
d’ espérance mathématique ;.
On note N le nombre total pg de valeurs observées.

* Modele étudié. Les observations individuelles sont de laforme X;; = m; + Ej;, ou Ej; est un
écart de loi normale centrée et d écart-type o (indépendant de I’ effet des facteurs A et B).

On pose w;; = W + o5 + f3;, ol W représente la moyenne globale et o; I’ effet du facteur A, f;
| effet du facteur B (en convenant que la moyenne pondérée des effets est nulle).

» Premier temps

* Hypothese globale sur I’ existence d effet(s). Hy = « il n'y aaucun effet » = « toutes les ;;
sont égales » contre H; = « il existe au moins deux espérances différentes ».
« Déroulement technique du test
— On calcule les moyennes marginales observéesm_etm; ;
— on calcule lamoyenne générale observée M ;



8 analyse des données

— on cacule les sommes de carrés relatives aux parts de variance observées et on regroupe
les résultats comme indiqué dans le tableau suivant :

Or|.g|ne c.je Somme de carrés ddl Estnmat'lon = Test F
la dispersion la variance
: Q
totale Q= (x;:— M)? -1 —
22 ! > pg-1
i=1j=1
2 2 Qp sh
facteur A Qu = qz“(m,.—M)2 p-1 =507 Fp_t, (0—t)g—1) = >
i=1 R
J 2 G 5B
facteur B Qg = pX’(m_j—M)2 q-1 %= 721 Faot (p-1)(g-1) = 3
j=1 R
résiduelle Qs = Q-0,—Q; p-Na-1) |s& = %
(p=T1)(g-1)

— on effectue deux tests séparés, les valeurs de référence de la variable de test sont a lire
danslestables delaloi de Fisher-Snedecor.

« Conditions et précautions. Voir analyse de la variance (test d').
» Deuxiéme temps (en cas de rejet de Hy)

* estimation des effets

— pnestestiméepar M;

— les o sont estimes par m, — M, les [3; sont estimes par m; — M.

analyse des données (multivariate analysis)

Cette expression possede aujourd hui un sens trés précis en mathématiques. Elle désigne
globalement I’ ensemble des méthodes qui permettent de traiter les situations qui impliquent
un grand nombre de caractéres et un grand nombre de données. Ces méthodes nécessitent
beaucoup de calculs et ont fleuri depuis que I'informatique leur permet d étre mises en
ocavre. Souvent tres élaborées, elles sont néanmoins trés « descriptives » et par conséquent
utilisables non seulement dans des situations probabilistes standard, mais aussi dans des
situations non probabilisables (données sociologiques ou statistiques économiques par
exemple). Elles reposent pour beaucoup sur une analyse géomeétrique et algébrique de la
représentation des données dans un espace (abstrait) de grande dimension (ou, par exemple,
les coefficients de corrélation peuvent étre interprétés comme des cosinus d'angles). Elles
sintéressent a la fois aux caractéres (détermination des liaisons) et aux individus (par
exempl e sous-structures du nuage de points).

La méthode qui se trouve dans le prolongement direct de la corrélation et de la régression
linéaire s appelle |’ « analyse en composantes principales ». Les autres méthodes portent les
noms d'analyse (factorielle) discriminante, d’ analyse des correspondances, de classification
hiérarchique, etc. Toutes les méthodes d’ analyse des données débouchent (mais non exclusi-
vement) sur des représentations graphiques, et certaines sont fréguemment utilisées dans les
meédias.
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appariées (séries) | appariés (échantillons) 9

ANOVA (ANalysis Of VAriance)

Voir analyse de la variance (test d'), analyse de la variance a un facteur,
analyse de la variance a deux facteurs.

aplatissement (coefficient d’) (kurtosis coefficient, excess coefficient)
Nombre réel sans dimension, indicateur de forme, qui mesure |’ aplatissement d’ une distribu-
tion probabiliste ou statistique.

On considére une variable aléatoire réelle (ou une variable statistique), dont les moments
centrésd’ordre 2 et 4 sont :

Ho=0% et uy (oum,=¢s? et my).
Le coefficient d' aplatissement est le quotient

_ My my
'\{2—871—3 (OU EX—S)

Un coefficient apparemment plussimple: , = i—j (ou %‘) , avait été introduit par Pearson.
Comme savaleur est égale a 3 pour une loi normale, Fisher aretranché 3 pour traduire I’ idée
que I" aplatissement standard (coefficient nul) est celui de laloi normale. Le coefficient vy, est
comprisentre— 2 et + . Ce coefficient est négatif pour une distribution étalée (on dit parfois
« platicurtique »), positif pour une distribution pointue (on dit parfois « leptocurtique »). 11
faut toutefois noter que son signe n’est vraiment significatif que pour une distribution a peu
prés symeétrique.
1

Exemple Pour une distribution continue uniforme sur [0, 1], on a u,=02= o et

My = 8_16 , dou y,=—1,2 (on aurait bien entendu la méme valeur pour une distribution

continue uniforme sur un intervalle [a, b] quelconque).

appariées (séries) / appariés (échantillons) (paired samples)
Terminologie qui S oppose a échantillons indépendants et qui désigne, dans un test d' hypo-
thése, la constitution d'un échantillon « par paires ».

Dans un test de comparaison sur des échantillons indépendants, on considére deux varia-
bles numériques X etY et on constitue deux échantillons d’ observations (X;, X5, ..., X”x) et

V1, Yo eer Yn, ) : lesny individus pour lesquels ont été observées les ny valeursde X sont a

priori différents des ny individus pour lesquels ont été observées lesny valeursdeY (et en
général ny = ny) ; les échantillons sont donc indépendants, au sens usuel et au sens proba-
biliste, et le test compare par exemple les espérances L1y €t L.

Dans un test de comparaison sur des séries appariées, on considére autant de couples (de
« paires ») de variables numériques (X;,Y;) qu'il y ad individus sur lequels seront effectuées
les observations (dans certains cas les deux observations seront faites non pas sur le méme
individu mais sur deux individus « similaires »). Les lois des X; et desY; ne font pas I’ objet
d’un présupposé d’ uniformité et on teste seulement la différence entre X; et Y; (certains de
ces tests sont parfois appel és tests de différences coupl ées). Le postulat du test est alors qu'il
y a une unique variable D dont les différences observées d; = y; — x; constituent un échan-
tillon, et I’ on teste la symétrie de D ou une de ses conséguences, par exemplep = 0. 1l arrive
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gue laformulation employée (par exemple « Hx, = My, »au lieu de « iy = 0 ») masque cette

problématique simple, et donne I'impression que I’ on compare deux variables X et'Y, dont
les X; et lesY; seraient des exemplaires particuliers aux individus.

arbre (tree)
Technique de représentation des espaces probabilisés |orsque chaque évenement é émentaire
peut se décrire comme une suite (temporelle ou logique) d’ événements. Le vocabulaire stan-
dard des arbres en combinatoire ou en informatique est e suivant : un arbre est constitué par
une « racine », d’oll partent des « branches », qui conduisent & des « noauds » ; aux extré-
mités se trouvent les « noeuds terminaux », appelés parfois « feuilles». L' orientation du
dessin est e plus souvent avec laracine en haut ou a gauche.

ABC,

etc.

P(A) P(AB) = P(AIP(B,IA)

Lorsgu’ on utilise un arbre pour représenter un espace probabilisé, on porte les probabilités
conditionnelles sur les branches, et les probabilités « absolues» aux noauds (le « nceud
racine » porte la probabilité 1). A chague ncaud, on calcule la probabilité absolue comme la
probabilité absolue du noaud précédent multipliée par la probabilité conditionnelle de la
branche qui le relie au noaud considéré. Ce calcul est la version « arborescente » de la
(formule des probabilités) composées généralisée :

P(AB)) = P(A) P(B;|A),
P(AB;CY = P(A) P(B;|A;) P(C|AB),
etc.

Exemple On considére une urne 5 4
avec 10 boules: 5 Rouges, 3 Vertes et 1079
2 Bleues. On effectue deux tirages
sans remise et on cherche la proba-
bilit¢ P que les deux boules tirées
soient de méme couleur.
L’ événement « méme couleur » est la 342
réunion des 3 événements éémen- 109
taires RR, VV, BB. Leurs probabilités
se lisent immédiatement sur |’ arbre ci-
contreetona:

p:2_0+§+_2_:@:07311_ 2.1

90 90 90 90 1079
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arc sinus (loi de I’) 1

arc sinus (loi de I') (inverse sine distribution, arc sine distribution)

Loi d'une variable aléatoire continue entre O et 1, que I'on peut imaginer comme la
« projection » sur une droite d’ une distribution uniforme sur un cercle.

R R

Formulaire

Version standardisée X sans parametre, avaleurs sur I'intervalle]0, 1.
» Loi de probabilité

f F
I
! 1
| |
I I
1 l

0| 1 X 0 1 X
densité fonction de répartition
1 2 .
f(x) = ——=—— (0<x<1) F(x) = £ArcsinJ/x (0<x<1)
TA/X(1=X) T

}tArccos (1-2x) (0<x<1)

» Valeurs caractéristiques

—espérance: E(X) = 1

—variance: Var(X) =

i~ NI

. . _ 1
— écart-type : 6(X) = 2—[2 .
Il existe une deuxiéme version standardiséeY, avaleurs sur I'intervalle ]-1, 1]
» Loi de probabilité
1
T/l —%2

f(x) = (-l<x<1) F(x) =

NI

+%5Arcsinx (-1<x<1)
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arithmétique (triangle)

» Valeurs caractéristiques
—espérance: E(X)=0;

—variance : Var(X) = % ;
p . _ 1

— écart-type: o(X) = —.

>

Remarque: les fonctions Arc sin et Arc cos sont les « fonctions réciproques » des
fonctions sinus et cosinus :

y = Arcsinx (|x £1)ex =siny et —%rSysg
y = Arccosx (X <1l)ex =cosy e 0<y<mn

(ces fonctions apparaissent sur les calculatrices comme sin et cos™, parfois comme
Asn et Acs).

Utilisations
Laloi del’Arc sinus (premiére version X) est un cas particulier de la (loi) béta de type |

(pour lesvaleursr =s= % des deux paramétres).

En théorie, laloi del’ Arc sinus (deuxiéme versionY) est laloi desin U ou U est unev.a
uniforme dans [—g Tﬂ , laloi de cos U ou U est une v.a. uniforme dans [0, «t], laloi de

sin U ou de cos U ou U est unev.a. uniforme dans [0, 2nx].

Danslapratique, cette loi, découverte en 1939 par |e mathématicien Paul Lévy commeloi
limite dans les marches aléatoires et la théorie des jeux, privilégie |les situations déséqui-
librées au détriment des situations équilibrées. Par exemple, dans un jeu de n parties de P
ou F (n grand), il arriverale plus souvent que I’ un des deux joueurs soit en situation de
gain durant la quasi-totalité des coups, selon une distribution de probabilités qui converge
verslaloi del’ Arc sinus.

arithmétique (triangle)
Voir triangle de Pascal.

arrangements avec répétitions (arrangements with repetitions)
Entiers positifs dépendant de deux paramétres entiers positifsn et k (n >0, 0 < k< n), inter-
venant dans les dénombrements.

On considére un ensemble E de n objets : le nombre d’ arrangements avec répétition repré-
sente le nombre de suites (ordonnées) de k objets pris parmi les n, un méme objet pouvant
étre pris (répété) plusieursfois.

Il N’y apas de notation spéciale utilisée en probabilités.

nombre d’ arrangements avec répétitions = nk
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asymétrie (coefficient d’) / dissymétrie (coefficient de) 13

Exemples 1 E={P F} :il y a2k suites différentes de k pile ou face.
2 E={As 2 3,4,5, 6} :il ya6krésultats différents pour k jets d’'un dé.
3 E={a b, ..., Z} : on peut former avec les 26 lettres de |’ aphabet francais
263 = 17 756 « mots » différents de 3 lettres.
Voir binomiaux (coefficients).

arrangements sans répétition (arrangements)
Entiers positifs dépendant de deux parametres entiers positifsn et k (n> 0, 0 < k< n), inter-
venant dans les dénombrements.

On considére un ensemble E de n objets : le nombre d'arrangements sans répétition, noté
Ak, représente le nombre de suites (ordonnées) de k objets pris parmi les n, un méme objet
ne pouvant pas étre pris plusieursfois.

Lorsque le mot « arrangements » est employé sans précision, il désigne les arrangements
sans répétition.

K — _ _ __n
Af =n(n-1)...(n-k+1) =Kl

Casparticulierk=n:
Al =n! estle nombre de permutations de n objets.

Exemples 1 E={0,1,..,9}:ilyal0Ox9x8x7x6x5x4x 3=1814 400 numéros de
téléphone de 8 chiffres formés avec des chiffres tous différents.

2 E={a b, ..., Z} : on peut former avec les 26 lettres de |’ aphabet francais
26 x 25 x 24 = 15 600 « mots » différents de 3 lettres toutes différentes.

3 (permutations) Le nombre de maniéres différentes de placer 10 personnes
dans une file d' attente est 10! = 3 628 800.

Voir binomiaux (coefficients), permutation.

asymeétrie (coefficient d’) / ([Fisher] skewness [coefficient])
dissymétrie (coefficient de)

Nombre réel sans dimension, indicateur de forme, qui mesure I’ asymétrie d’ une distribution
probabiliste ou statistique.

On considére une variable aléatoire réelle (ou une variable statistique), dont les moments
centrésd’ordre 2 et 3 sont :

Ho =02 el Ug (ou m=¢ et my).
Le coefficient d’asymétrie est le quotient :

_ Y3 ms
nel (wF)

Ce coefficient a été introduite par Fisher ; pour une distribution réguliére, avec un maximum
(« mode ») unique, il est positif lorsque ce maximum est a gauche de |’ espérance — avec donc
une « queue de distribution » importante a droite, nul lorsque la distribution est symétrique,
et négatif lorsque le maximum de la distribution est a droite de I’ espérance — avec donc une
« queue de distribution » importante a gauche.
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auto-corrélation (autocorrelation)

Notion employée notamment pour les séries chronologiques (y;) ou, sous sa forme la plus
simple, elle désigne la corrélation « ordinaire » des couples (Vi, V; + 1)-
Voir Durbin-Watson (test de).

axiomatique de Kolmogorov (Kolmogorov axiom system)

Formulation donnée en 1930 par Kolmogorov pour caractériser le cadre d' étude des espaces
probabilisés, et considérée depuis comme définitive. Cette axiomatique considére le
«triplet » (€, A, P) formé par un espace fondamental, une tribu d’ événements (notion intro-
duite précédemment par Borel) et une mesure de probabilité, et énonce les axiomes que
doivent satisfaire latribu et la mesure de probabilité.

Voir tribu, mesure de probabilité.
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Bartlett (test de) (Bartlett test)
Test d'hypothese paramétrique utilisé pour comparer les variances observées de plusieurs
échantillons statistiques.

2
q

» Données. q séries ou groupes, avec pour chaguek (1 < k< ) : un échantillon de ny valeurs
observées d'une variable aéatoire numérique X, d espérance mathématique , et de
variance ¢ .

On note N le nombre total de valeurs observéesn; +n, + ...+ n

* Hypothése testée. Hy = « 6§= 03 =...= o}

varian-ces différentes ».

test de comparaison de g variances 62, 62, ..., ¢

o
» contre H; = «il existe au moins deux

 Déroulement technique du test
1. On calcule, avec les formules usuelles, la moyenne puis la variance débiaisée sf de
I” échantillon n° k.
2. On calcule une estimation commune de toutes les variances :
(ny—1)sf+(n,—1)s5 + ... + (ng—1)s?
N-q '
3. On calculelavaleur observée de lavariable de test :

s2 =

q
t = (N-q)lns2— 2 (n,—1)Ins?.
k=1
Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de la loi du khi-
deux a g— 1 degrés de liberté, pour le risque unilatéral o (qui est le risque standard des
tables du khi-deux).
« Conditions et précautions

— Cetest n'est pasrobuste : il n’est valable que dans le cas ol les lois des échantilons sont
toutes normales;

— il est prudent de demander que chaque effectif n, soit > 5.

Il est parfois conseillé de diviser lavariable de test t par le facteur correctif :

q
_ 1 1 1
¢= 1+3(q—1)([2 nk—l)_NJ'

k=1

Remarque: s q= 2, ce test n'est pas équivalent au test du quotient des variances
(sauf si les effectifs sont égaux).



16 Bayes (formule de), Bayes (théoréme de)

Bayes (formule de), Bayes (théoréme de) (Bayes formula, Bayes
theorem)

Nom d’ une formule — ou théoréme — utilisée pour trouver les « probabilités des causes ».

Formule de Bayes (version simple)

Soient deux événements A et B d’un espace probabilisé (Q2, A, P), avec P(B) = 0.
Alors:

P(AnB) _ P(A)P(BIA)

P(AIB) = =5
(B) P(B)

Leterme ﬂ%) est la définition de la probabilité conditionnelle, et laformule de Bayes

est son expression avec I'autre probabilité conditionnelle. De fagon générale, il s agit
d’ exprimer |’ une quel conque des deux probabilités conditionnelles en fonction de I’ autre.

Formule de Bayes (version composée)

Soient une partition (H;) (ou systéme complet d’événements) d'un espace Q et un
événement B, avec P(B$ #0.Alors:
P(HinB) _ P(H)P(B|H))

POIB) = TB@) T RHP(BI,) T P(H,)P(BIH,) + .+ P(HOP(BI M,

Les évenements H; peuvent étre considérés comme des causes, et I’ évenement B comme un
résultat. 11 s'agit bien entendu d’ une interprétation dans le contexte d’ une modélisation, tous
les éveénements, causes et résultat, étant de méme « nature » mathématique.

Exemple 1 Un dépistage systématique est effectué sur une population dont 6% des
individus présentent une certaine affection A non apparente. Ce dépistage est débuté par un
test qui donne 95 % de résultats positifs pour les personnes atteintes par A (les autres étant
des « faux négatifs ») et 1 % de résultats positifs pour les personnes non atteintes (les « faux
positifs »).

Quelle est la probahilité conditionnelle qu’ une personne prise au hasard soit atteinte par A
sachant que le test a donné un résultat positif ? Soit indemne sachant que le test a donné un
résultat négatif ?

On peut représenter la situation soit par un arbre, soit par un tableau a4 cases : par exemple,
dans cette deuxieme représentation (S signifie sain, et A porteur de I'affection A), la
probabilité de lacase « S et test — » est cal culée comme | e produit P(S)P(test —-{S) = 0,94 x 0,99
= 10,9306 ; le tableau est figuré ci-dessous :

test - test +
S 0,9306 0,0094 0,94
A 0,0030 0,0570 0,06

0,9336 0,0664 1
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Ce tableau est complété par les probabilités « marginales », et on peut calculer notamment
P(test —) = P(S et test —) + P(A et test —) = 0,9336 (somme par colonne) et de méme P(test +)
= 0,0664. On peut alors calculer les probabilités conditionnelles demandées :
_ P(Aettest+) _ 0,0570
P(A|test+) = = =~ 0,86,

(Altest+) = =5 fest+) 0, 0664
valeur a comparer avec la probabilité a priori 0,06 d’ étre porteur de A, et :
P(Settest+) _ 0,9306

P(test -) 0,9336
valeur a comparer avec la probabilité a priori 0,94 d' étre sain.

P(S|test-) =

= 0,997,

Exemple 2 On considére une usine ou trois machines fabriquent un méme modeéle de piéce.
40 % des piéces sont fabriquées par lamachine A, qui produit 0,1 % de piéces défectueuses ;
30 % des piéces sont fabriquées par |a machine B, plus ancienne, qui produit 0,3 % de piéces
défectueuses ; 30 % des pieces sont fabriquées par la machine C, encore plus ancienne, qui
produit 0,8 % de piéeces défectueuses. On demande |a probabilité conditionnelle qu’ une piéce
ait été fabriquée par la machine C, sachant qu'’ elle est défectueuse.
Appelons A |’ évenement « une piéce prise au hasard a été fabriquée par lamachine A », B et
C les événements analogues pour les machines B et C. Appelons D I’ événement « une piece
prise au hasard est défectueuse ». |l faut commencer par traduire les pourcentages en proba-
bilités et en probabilités conditionnelles :
P(A) =04, P(B) = 0,3, P(C) = 0,3,

P(D|A) = 0,001, P(D|B) = 0,003, P(D|C) = 0,008.

On peut adors calculer le dénominateur de la formule de Bayes

P(D) = P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C)
= 0,4 % 0,001 + 0,3 x 0,003 + 0,3 x 0,008 = 0,0037.
Et on aenfin:
P(C)P(D|C) _ 0,0024
P(D) 0,0037
On voit ainsi que, pour employer un vocabulaire ancien, la probahilité a priori qu’ une piece

(prise au hasard) ait été fabriquée par C est 0,30, et que la probabilité a posteriori qu’elle ait
été fabriquée par C sachant qu’ elle est défectueuse passe a 0,65.

Voir conditionnelle (probabilité).

P(CID) =

= 0,65

Benford (loi de) (Benford distribution)

Loi empirique qui régit la distribution du premier chiffre des nombres pris dans des ensem-
bles de données présentant des grandes variations d’ échelle. Cette loi a été découverte en
1881 par I’ astronome S. Newcomb et redécouverte en 1938 par le physicien F. Benford. Elle
énonce que la probabilité d apparition du premier chiffre significatif k d'un nombre (écrit en

base 10) est :
PU9 = logyo(1+ 1)

En particulier P(1) = 0,301 = 30 %. L’une des justifications mathématiques de cette loi est
son invariance par un changement arbitraire d’ unité de mesure.
» Utilisation

Cetteloi a été utilisée dans les années 1990 pour détecter des fraudes comptables par utilisa
tion de données inventées.
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Bernoulli (Jacques)

M athématicien suisse (1654-1705), ainé de lagrande lignée des Bernoulli. 11 démontralaloi
(faible) des grands nombres (qu’il appela le « théoréme d’or ») et composa le traité Ars
conjectandi qui fut publié atitre posthume. 1 fit également des travaux en analyse (éguations
différentielles, cinématique), en géométrie, et est al’ origine du « calcul des variations ».

Bernoulli (loi de) (Bernoulli distribution)

Loi d'une variable aléatoire discréte qui prend deux valeurs 1 et O, dont I'importance théo-
rique et pratique est primordiale.

Formulaire

Un paramétre réel p (0 < p < 1) qui représente une probabilité et une notation systé-
matiquement utilisée: g=1-p.
Soit X lavariable aléatoire de Bernoulli de paramétre p ; valeurs prises: 1 ou 0.
» Loi de probabilité
PX=1)=p,PX=0)=q

P

q
p ____I
0 1

probabilités

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =p
— variance : Var(X) = pq
— écart-type: 6(X) = /pq.

» Utilisation
Laloi de Bernoulli est laloi delavariableindicatrice d’un évenement A: X =1s we A,
X=0s we A.
Conséguence importante : comme p = P(A) = E(X), laloi de Bernoulli est souvent utilisée en
statistique pour pouvoir traiter une probabilité avec les formules et les tests utilisés pour les
espérances mathématiques
Exemple 1 Lerésultat d’unlancer de piéce codé, par exemple Pile par 1 et Face par O, est
une variable aléatoire de Bernoulli (de paramétre p=1/2 s la piéce est homogeéene et
équilibrée).
Exemple 2 Unequestion posée dansun sondage, avec deux réponses possibles (par exemple
«0oui » ou « non » codées respectivement 1 et 0), est une variable a éatoire de Bernoulli.

Bernoulli (schéma de) (Bernoulli trials)

Synonyme processus de Bernoulli.
Modéle mathématique décrivant les « tirages avec remise » ou les épreuves répétées dans le
cas particulier ot chaque résultat successif ne peut prendre que deux valeurs. Dans |’ une ou



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

Berry-Esséen (théoréeme de) 19

I"autre de ces présentations d’'un méme schéma conceptuel, I'idée essentielle est que les
évenements antérieurs n’ont aucune influence sur le résultat de la nouvelle épreuve (il y a
donc indépendance des épreuves successives).

Premiere
épreuve

Deuxieme
épreuve

P =p? P=2pq P=q?

Le mot « processus », dans sa signification mathématique précise, renvoie a une suite de
variables aéatoires, dans le cas présent a la suite de variables aléatoires binomiaes
(B(n, p))n= 1,2, .. qui modelise le résultat des tirages al éatoires successifs.

Berry-Esséen (théoréeme de) (Berry-Esseen theorem, Berry-Esseen bound)

On considere une suite (Z,,) de variables aléatoires centrées réduites convergeant, dans les
conditions du (théoréme) central limite, vers une v.a. normale centrée réduite. Le théoréme
de Berry-Esséen permet de majorer |’ erreur commise en remplagant la fonction de réparti-
tion de Z,, par celle de laloi normale (& condition de supposer |’ existence du moment centré
absolu d ordre 3).

Théoréme. On considére une suite (X)) de variables aléatoires (réelles) indépen-
dantes et identiquement distribuées, d’ espérance mathématique u et de variance c2.
On définit les moyennes :
X+ Xy + .+ X,
M = 1
n n

puis les variables centrées réduites correspondantes :

M. -

Zn = n !"L ,
(%)
. . y A/
et enfin les fonctions de répartition :
F.(X) = P(Z,<X).

On suppose que le moment centré absolu d’ ordre 3 des X, existe : M3 = E(|X,,— 1[3).

On pose F(x) = LJX e~/2dt (fonction de répartition d’ une v.a. normale centrée
J2nd -

réduite). Alors, pour tout xe R :
MS
o3./n
(Le coefficient numérique « historique » est 3, la valeur 0,7655 est due a Shiganov
(1986).)

|F(X) —F(x)| <0,7655

Remarque : lorsgue la distribution est symétrique, on peut améliorer ce résultat et
donner une borne « en % ».
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béta de type I (loi) (beta distribution of type I, beta prime

distribution)
Loi d'une variable aléatoire continue non élémentaire, ajustée par deux paramétres et qui
intervient dans divers problémes, par exemple dans la théorie des intervalles de confiance
pour laloi binomiale.

Formulaire

Deux paramétresréelsr > 0 et s> 0; valeurs sur I'intervalle [0, 1] (éventuellement
bornes exclues).

» Loi de probabilité

1
B(r,s)

— densité: f(x) = XT=1(1-x)s-1 (0<x<1)

— fonction de répartition: F(x) = fo(t)dt (0<x<1)
0

lafonction B (= béta majuscule grec) est définie a partir de la fonction gamma par

B(r, 9 = rnre)
' I(r+s)’

» Valeurs caractéristiques

) r
- érance: E(X) = —,
P X) r+s

IS
(r+s+1)(r+s)?’

/rs
r+s+1

r+s

— variance: Var(X) =

— écart-type: 6(X) =

» Cas particulier
Pour r =s=1, laloi bétaest laloi uniforme continue sur [0, 1].

Le minimum et le maximum de n v.a. uniformes sur [0, 1] et indépendantes suivent des lois
béta de type |, respectivement de parametres 1 et n, et n et 1.

Voir gamma (fonction).

béta de type Il (loi) (beta distribution of type Il, beta prime
distribution)

Loi d’'une variable aléatoire continue non élémentaire, dérivée de laloi bétadetypel, et qui

peut modéliser de nombreux phénomenes al éatoires positifs.
SiY est unev.a. qui suit uneloi bétadetypel et de paramétresr et s, le quotient X = %

suit uneloi bétade type Il et de mémes parametres.
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Bienaymé-Tchebychev (inégalité de) 21

Formulaire

Deux parametresréelsr >0 et s> 0; valeurs sur les réels positifs.
» Loi de probabilité

oz _ 1 Xr—l S
— densité: f(x) = B(r,s)'(1+x)r+s (x=0)

— fonction derépartition:  F(x) = fo(t)dt(XZO)
0

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) = 5—1—1 (sis>1),

— variance: Var(X) = __r_ﬁ_r_lj_;j(:___l_ (sis>2),

rar+s-1)
sS—2

— écart-type: o(X) = =

(sis>2).

Le quotient de v.a. de lois gamma de paramétres respectivement r et s suit une loi béta de
typell, de paramétresr et s.

biais (bias)
Dans une situation d’ estimation d’un parametre 6 d'une loi de probabilité par une variable
aléatoire « estimateur » Y, =Y (X4, X, ..., X,), le biais désigne la différence E(Y ) — 6.
Voir débiaisée (estimation).

Bienaymé-Tchebychev (inégalité de) (Chebyschev inequality)

Soit X une variable aléatoire réelle d' espérance . et d’ écart-type ¢. Alors, pour tout
t>0,ona:

P(X — 1l >10) < 2,
forme alternative équivalente, pour tout a>0:

2
P(X —p|=a)< <.
a2

Cette inégalité permet de démontrer laloi faible des grands nombres, et son intérét théorique
est donc grand.

Maissi on veut I’ utiliser numériquement, son intérét est limité aux variables aléatoires X sur
lesquelles on ne sait rien (d’ autre que I’ existence et lavaleur de . et de o) : cette inégalité est
aorsle seul renseignement sur la décroissance de P(|X — | > to) lorsque t tend vers I’ infini.
En revanche, dés quel’ on sait quelque chose sur X, on peut faire mieux... On comparera par
exemple P(X — u| > 30) £0,1111 (inégalité de Bienaymé-Tchebychev) et, pour une v.a.
normale X, P(|X —pu| > 3c) = 0,0027.



22 bilatéral

Cette inégalité est souvent démontrée a partir de I'inégalité de Markov :

Soit X une variable aléatoire réelle qui possede un moment absolu d’ordre 1 : M, =
E(]X]). Alors, pour tout a>0,0na:

P(|X|2a)s%.
il est équivalent de supposer X positive et de considérer |’ espérance p = E(X)).
(il dquivalent d i i d idérer | 5 (X))

Ces inégalités possedent des généralisations, désignées le plus souvent sous le nom géné-
rique d'inégalité de Tchebychev.

bilatéral (two-sided, double-tailed)
Qualifie un test paramétrique oul I’ on teste I’ hypothése simple Hy = « 6 = 8, » contre|” hypo-

thése alternative bilatérale H, = « 0 # 6, » (& comprendre donc comme H; = « 8 < 65 » ou
«0> 60 »)_

bimodale (distribution)
Voir mode.

binomial (test)
Nom parfois donné au test de Sudent de comparaison de pourcentages (probabilités).

binomiale (loi) (binomial distribution)

Loi d'une variable aléatoire discréte de compte qui intervient notamment dans les épreuves
répétées.

Formulaire

Deux parametres réels: n (entier > 1) qui représente un nombre d’ épreuves ou de
tirages, p (0<p<1) qui représente une probabilité, et une notation systématique-
ment utilisée: q=1-p.

Soit N lavariable aléatoire binomiale B(n, p) ; valeursprises: 0, 1, ..., n.

» Loi de probabilité

PN =K) =} plar
P

probabilités

» Valeurs caractéristiques
— espérance : E(N) = np,
— variance : Var(N) = npq,
— écart-type: 6(N) = ./npq.
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binomiale négative (loi) 23

» Utilisations

Laloi binomiale est laloi de lasomme de n variables al éatoires de Bernoulli semblables et
indépendantes. C’est donc la loi du compte des événements dans des épreuves répétées, et
¢’ est pareillement laloi du compte d’un caractére dans des tirages « AVEC remise ».

Laloi binomiale est une approximation de laloi hypergéométrique (qui est laloi du compte
d'un caractére dans des tirages « SANS remise ») lorsque le paramétre N de cette loi est
«grand ».

Exemple 1 Le nombre de filles dans une famille de 6 enfants, sachant que la probabilité de
naissance d'une fille est 0,51 (et en supposant que les sexes des enfants successifs soient
indépendants), suit une loi binomiale B(6, 0,51). On peut calculer par exemple la probabilité

2) x 0,514 x 0,492 = 15 x 0,06765 x 0,2401 = 0,3249.

Exemple 2 Lenombreannuel N d’accidents a un carrefour donné, sachant qu’il y a chaque
jour une chance sur 125 d’ accident, suit une loi binomiale 3(365, 0,008). On peut calculer

par exemple E(N) = 365 x 0,008 = 2,92 et 6(N) = /365 x 0,008 x 0,992 = 1,70.

quiil y ait (exactement) 4 filles : (

binomiale négative (loi) (negative binomial distribution)
Synonyme loi de Pdlya.

Loi dune variable aléatoire discréte de compte du nombre d' échecs précédant le s-ieme
succés dans des épreuves répétées.

Formulaire

Deux paramétres réels s (entier > 1) qui représente le nombre de succes qui controle
laloi, p (0 < p < 1) qui représente une probabilité (notation standard : g = 1 —p).

Soit N lavariable aléatoire binomiale négative de paramétres s et p ; valeurs prises :
0,12,..

» Loi de probabilité

PN =K) = S+k‘1) sqk
(N=K) ( s_q1 )Pd
» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(N) = ? ,
— variance: Var(N) = S—g
p

J/5q

— écart-type: 6(N) = 0

» Utilisation

Laloi binomiale négative est le nombre d’ échecs avant |le s-iéme succés dans des épreuves
répétées, ou dans des tirages « AVEC remise » (le premier compte possible est N = 0).

Si N est lavariable aléatoire binomiale négative de parametres set p, dors T = N + sest une
variable a éatoire de Pascal de mémes paramétres s et p.



24 binomiaux (coefficients), binéme (coefficients du)

Cetteloi s appelle loi binomiale négative parce que, avec la définition généralisée du coeffi-

cient binomial (:1) = X(X_l)“r'rf:(_erl),valablepourxquelconqueet mentier > 1, on

peut écrire :

PN =K = (* T KT e = () peca

On notera enfin que, si I’on pose P = pl,,Q: gg P(N = k) est égal é(S:Ezl) pkQ-s—k,

qui est le coefficient du terme général du développement de (P — Q)=S.

binomiaux (coefficients), bindme (coefficients du) (binomial
coefficients)

Synonyme de combinaisons (combinations).

Entiers positifs dépendant de deux parameétres entiers positifsn et k (n >0, 0 < k< n), inter-

venant d'une part dans le « développement du bindbme », d’ autre part dans les dénombre-

ments.

Les coefficients binomiaux possedent plusieurs définitions combinatoires équivalentes (et

trés proches).

n
k
le nombre de maniéres de prendre (sous-entendu : sans répétition) k objets parmi lesn.
n
k

1. On considere un ensemble E de n objets : le nombre de combinaisons, noté ( ) , représente

2. On considére un ensemble E de n ééments : (

dek élémentsde E.

) représente le nombre de sous-ensembles

n
k
rentes de répartir ces objets en deux classses, contenant respectivement k et n —k objets.

k = (ny = nn=1)..(n—-k+1) _ n!
e (k) k! ki(n—k)!

3. On considére un ensemble E de n ééments: ( ) représente le nombre de maniéres diffé-

» Notations

Cr‘ﬁ est une notation ancienne, mais encore tres utilisée dans |’ enseignement frangais, (E) est

la notation moderne, justifiée notamment par le « n » en regard du numérateur de laformule
et le « k » en regard du dénominateur.

» Cas particulier et propriété importante
n n
= =1
(6)= (%)
n\_¢(n
n—k k

Développement (formule) du binéme

k=n

x+y)n =Yy (E)X“‘kyk

k=0
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Borel-Cantelli (lemme de) 25

Dans le contexte probabiliste (dénombrements, loi binomiale), les deux termes, coefficients
binomiaux et combinaisons, sont employés concurremment.

Exemple 1 Le nombre de délégations différentes de 3 personnes prises dans un groupe de

20) _20x19x18 _
20 est = = =—2=" =1140.
(3) 1x2x3

Exemple 2 Lenombred échantillons différents de 900 personnes quel’ on peut extraire d' une
population de 60 000 000 est (60 090000000) (si on calcule ce nombre, on trouve 3,18 X 104730),

Voir arrangements, permutations, triangle de Pascal.

boite de dispersion, boite a moustaches (box plot)
Représentation graphique symbolique de la médiane
et des quartiles d’ une distribution statistique. Si Q,
Q1. Q,, Qs et Q4 sont respectivement I’ extrémité infé-
rieure, le premier quartile, la médiane, le troiséme
quartile et I’extrémité supérieure, on indique I'axe
des ordonnées et on dessine a c6té : un trait vertical
de Qy & Qy, trois traits horizontaux en Qy, Q, et Q,,
complétés en « boite », et enfin un trait vertical de Qg
aQ, . On peut imaginer diverses variantes...
L'expression «hoite a moustaches» se référe au
dessin d'une boite de dispersion étalée au-dessus
d’un axe horizontal.

55

Borel (Emile)

Mathématicien et homme politique frangais (1871-1956). Il développa la notion de mesure,
introduisit la convergence « presque sirre », et démontralaloi forte des grands nombres. |1 fit
également des travaux en analyse (théorie des fonctions, sommation des séries).

Borel-Cantelli (lemme de) (Borel-Cantelli lemma)
On considere une suite (A,) d’ événements définis sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
Alors:

— s lasérie numérique ZP(An) converge (les mathématiciens écrivent 2 P(A,) < +c0),
n=1
il n"existe presque slirement (i.e. avec probabilité 1) qu’un nombre fini de A, qui se réali-
sent ;

— s lasérie numérique ZP(An) diverge (Ies mathématiciens écrivent 2 P(A,) = +),
n=1
et s de plusles A, sont indépendants, il existe presque sirement (i.e. avec probabilité 1)
uneinfinité de A, qui se réalisent.
En se restreignant au cas d’'une suite d’évenements indépendants, ce lemme est parfois
appelélaloi du zéro-un de Borel-Cantelli.



26 Bravais-Pearson (coefficient de)

Exemple Dans une suite infinie de parties indépendantes de Pile ou Face, un « motif »
donné, quelle que soit salongueur, apparait presque slrement ; il apparait méme une infinité
de fois presque sirement. De méme, si I'on émet (si I'on frappe sur un clavier...)
aéatoirement et de facon indépendante les lettres de |” alphabet et les signes de ponctuation,
un texte donné, quelle que soit salongueur, apparait presque slrement, il apparait méme une
infinité de fois presque sirement.

Voir zé&ro-un (loi du — de Kolmogorov).

boréliens (Borel set)
Tribu de R engendrée par les intervalles fermés bornés.

branchement (processus de)
Voir Galton-Watson (processus de).

Bravais-Pearson (coefficient de) (Pearson coefficient,
Bravais coefficient)

Ancien nom du coefficient de corrélation linéaire.

Voir corrélation (coefficient de).
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N

caractere
Voir variable statistique.

caractéristique (valeur)
Voir indicateur.

caractéristique (fonction) (characteristic function)

Fonction complexe de variable réelle que I’ on peut associer (bijectivement) a toute variable
aléatoire réelle et qui est un outil privilégié d’ étude des lois de probabilité.
Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction caractéristique de X lafonction @y
delavariableréellet définie par

ox(t) = E(e).
Expression dans le cas discret. X prend les valeurs x, avec les probabilités py :

ox(f) = zkpkeitxk
Expression dans | e cas absolument continu. X posséde la densité f(X) :
ox(t) = J‘w eitxf(x)dx

Lorsgue laloi est symétrique, lafonction caractéristique est réelle.
Lafonction caractéristique est liée aux moments de X. Plus précisément, on a ¢x(0) = 1 &,
pour tout k pour lequel la dérivée k-ieme existe :

¢, (K)(0) = i E(XK).

Comportement par transformation affine
Pax + pt) = € x(at).
Comportement par addition de v.a. indépendantes

Px +v (1) = x () @y (1),
Fonction caractéristique des lois les plus fondamentales

— loi singuliére concentrée en X, - e'o

— loi de Bernoulli de paramétrep : q+pe't

— loi binomiale de paramétresn et p : (q + peiHyn

— loi de Poisson de paramétre u : eu(e’-1)
sint at

— loi uniformesur [—-a, a] : "




28 Cardan (Gerolamo)

— loi exponentielle de paramétre A : ﬁ
— loi normale centrée réduite et?/2
— loi normale de paramétresu et 6 eintg—o?t?/2

Voir génératrice des moments (fonction).

Cardan (Gerolamo)

Médecin, mathématicien et astrologue italien (1501-1576). Il publia une étude sur la durée de
vie humaine et esquissale concept de probabilité dans son ouvrage Liber de Ludo Aleae (publié
unsiecle plustard!). Il fit également des travaux en algebre (équation du troisieme degré).

Cauchy (loi de) (Cauchy distribution)

Loi d'une variable aléatoire continue qui peut étre définie comme le quotient de deux v.a
normal es indépendantes, centrées et de méme écart-type.

Formulaire

Version standardisée X sans parametre, a valeurs sur R.
» Loi de probabilité
f F

—/

0 X 0 X

densité fonction de répartition

_ 1 Fo) = £+ 1 Arctan x
(1 +x2) 2 n

Lesintégrales qui définissent |’ espérance mathématique et |a variance de cette loi ne
convergent pas, de sorte qu'une v.a. de Cauchy ne posséde ni espérance ni variance
ni écart-type.

fo) =

» Valeurs caractéristiques

Les seuls indicateurs de tendance centrale et de dispersion que I’on peut calculer
sont lamédiane (égale a0) et les quartiles (égaux a—1 et a1)

Cette loi est notamment celle du quotient de deux v.a. normales réduites et indépendantes,

ainsi quecelledetan U ou U est unev.a unlformedans] =, = [ C'est également laloi dela
variable de Student T, a1 degré de liberté.

Parmi les « pathologies » de cette loi, on peut signaler que I’ inverse d’ une v.a. de Cauchy est
une v.a. de Cauchy identique, quelaloi delasomme den v.a. de Cauchy « copies » de X suit
laloi de nX, et donc que lamoyenne suit laloi de X.
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causes (probabilités des)
Ancienne dénomination du (théoreéme de) Bayes.

censurées (données) (censored data)

Qualifie une situation oul il est impossible (ou trop colteux) d’ observer latotalité des valeurs
d’un échantillon. Une situation typique est celle des essais de fiabilité, ou I’ on considere un
échantillon de variables qui sont des durées de vie (ou des temps d’ attente de (premiére)
défaillance) de systémes tous mis en fonctionnement al’instant t = 0. La censure peut porter
sur la durée d’observation (on arréte les observations a I'instant t = 0), ou sur le nhombre
d’ observations (on arréte les observations apres la r-iéme observation).

Lathéorie del’ estimation des paramétres repose essentiellement sur |a méthode du maximum
de vraisemblance. On donne ci-dessous les formules de base dans I’ unique cas de laloi expo-
nentielle (qui correspond en théorie de lafiabilité ala situation standard a taux de défaillance
constant).

Estimation de I'espérance mathématique t = 1
d’'une loi exponentielle de paramétre A

» Rappel du cas non censuré
— échantillon de n observations individualisées ty, to, ..., tn ;
— estimation standard de t par lamoyenne :
t+t+ .+,
n

T =

» Censure al'instantt=0
— r valeurs ont été observées, formant un échantillon tronqué ty, t, ..., t; ;
— estimation de T par le quotient :

. tp+...+t,+(n-r)0
r

» Censure au r-ieme « déces »

— échantillon tronqué ty, to, ..., t;, que |I’on suppose ordonné (donc t, est la plus
grande valeur observée) ;

— estimation de T par le quotient :

- L+t +(n=nt,
r

Danstous les cas, le paramétre A seraestimé par I'inversede 1.

Malgreé leur apparence similaire, les deux derniéres formules sont trés différentes : dans la
premiére, r est la valeur observée d’ une variable aléatoire R, dans la seconde, la valeur de r
est fixée par I expérimentateur.

centile (percentile)
Indicateur de position attaché aune variable aléatoire réelle, utilisé essentiellement en statis-
tique. Les centiles partagent la série des valeurs en deux parties de fractions o, et 1 — o de
I” effectif total, pour oo = 1 %, 2 %, ..., 98 %, 99 %. IIs sont au nombre de 99.

Si la signification concreéte des centiles est simple et « parlante », la traduction formelle est
plus délicate. On adaptera sans difficulté le formulaire détaillé pour lamédiane.



30 central limite (théoréme)

central limite (théoréme) (central limit theorem)

Théoréme. On considére une suite (Xp) de variables aéatoires (réelles) indépen-
dantes et identiquement distribuées, d’ espérance mathématique | et de variance ¢2.
On définit les moyennes :

Xy + Xy + .+ X,

n
puis les variables centrées réduites correspondantes :

M. =

n

M, —u
Zn _ n ,
( )
/\/ﬁ
et enfin les fonctions de répartition :

F,(x) = P(Z,<X).
Alors, pour tout x € R :

Fo(X) > F(x) = % | " e2/24t quand n — oo
n —o0

(F(x) est lafonction de répartition d’ une v.a. normale centrée réduite)

C'est tres exactement la définition de la convergence en loi de la suite (Z,) vers une v.a
normal e centrée réduite lorsque n tend vers I’infini.

Une conséguence immédiate est I’ expression limite des probabilités d'intervalles:
1 (b
P(a<Z,<b)— F(b)-F(a) = ——| e*/2dt quand n — oo.
" A/ZTE'[a

On noteraque I’ on peut aussi bien calculer Z,, apartir delasomme S, = X1+ ... + X

7z, = Sz

n G«ﬁ"

Comme pour laloi des grands nombres, il existe des versions du théoréme central limite avec
des conditions affaiblies.

Il faut enfin signaler que, dans la pratique, on s autorise a appliquer le théoréme central
limite pour approcher S, et My, lorsque n est « assez grand », par des variables normales de
mémes parametres. Cela souléve des problemes délicats ; il existe des résultats, notamment
le (théoréme de) Berry-Esséen, qui permettent de majorer |’ erreur commise.

centre (midpoint, class mark, mid-range)

Le centre d’ une érie statistique est la demi-somme des valeurs extrémes. C’ est une caracté-
ristique de tendance centrale médiocre car €elle est trop sensible aux valeurs aberrantes (erro-
nées ou exceptionnelles). a +a
I . L. | +1

Le centre d’ une classe constituée par unintervalle]a;, g + 1] estlemilieu =~ . Dansun
certain nombre de formules (calcul d’ une moyenne empirique, calcul d’ une variance empi-
rique, ...), on remplace la valeur exacte des €l éments par le centre de la classe alaquelleils
appartiennent. Cela introduit un biais, le plus souvent tres faible, mais qui peut étre corrigé
(correction de Sheppard).

Synonyme de milieu.
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centrée (variable aléatoire) (centred random variable)

Se dit soit d'une variable aléatoire X dont I’ espérance E(X) est nulle, soit, éant donnée une
variable a éatoire quelconque X, de lavariable trandatée X — E(X).

centrée réduite (variable aléatoire) (standardized random variable,
centred and normed random variable)

Sedit soit d’ une variable aléatoire X dont I’ espérance E(X) est nulle et I’ écart-type 6(X) égal
al, soit, étant donnée une variable a éatoire quelconque X, de lavariable trans atée et homo-
thétique X-EX)

o(X)

certain (événement) (certain set)

Evenement plein Q = « n’importe quoi S est passé » d’un espace probabilisé (Q, A, P), de
probabilité égale a 1 (c’est bien sir un cas limite, mais il est nécessaire de I'inclure dans
I’ensemble A de tous |es événements envisageables).

certaine (variable aléatoire) (certain random variable)

Variable aéatoire qui prend une valeur unique avec probabilité 1 (¢’ est bien sir un caslimite,
mais il est nécessaire de I’inclure dans I’ ensemble de toutes les variables aléatoires envisa
geables—il serait inapproprié deladénommer variable aléatoire constante !). Le nom mathé-
matique officiel est variable aléatoire singuliére (ou dégénérée).

chaine de Markov (Markov chain)

Modele probabiliste d'une suite de « changements d’ états » qui se produisent aux instants
t=1, 2, ..., n, ..., et qui vé&ifient la propriété fondamentale suivante : I’ évolution aprés
I’instant n ne dépend que de la situation & cet instant n (mais non de la « trajectoire » entre
t=0ett=n-1).

Une chaine de Markov est un cas particulier de processus aléatoire. On appelle markoviens
les processus qui satisfont de fagon générale la propriété que « le futur ne dépend que du
présent mais non du passeé », propriété qui s écrit formellement avec des probabilités condi-
tionnelles. Lorsqu’ un processus markovien est a temps discrets et a valeurs discrétes finies
ou infinies dénombrables, on I’ appelle chaine de Markov (certains auteurs ont une définition
plus extensive).

Une chaine de Markov (Xp) est définie par un ensemble £ = { Ej} fini ou dénombrable, appelé
espace des états, et, pour chaque instant n, des probabilités de transition qui constituent laloi
conditionnelle du passage de lasituation at = nalasituation at = n + 1. Lorsgue cette loi de
passage ne dépend pas de n, on dit que la chaine de Markov est homogene (sous-entendu :
dans le temps). Dans ce cas, il y a un unique ensemble {p;} de probabilités de transition :
P(Xn = Ei et Xn+1 = Ej) = P(Xyh = E) x pij (les probabilités de transition vérifient pour tout i
laproprieté %;p; = 1, smple contrainte de cohérence).

Exemple On considéere un modele épidémiologique individuel a 4 états: 1 = sain non
immunisé, 2 = sain immunisé, 3 = malade, 4 = mort. On représente généralement une chaine
de Markov par un « graphe » avec des cercles qui figurent les états, des fleéches qui figurent
les transitions (changements d’ état) ayant une probabilité non nulle, et on porte sur les
fleches les probabilités de transition.



32 chi-deux

On peut constater dans cet exemple que les états 2 et 4 sont « absorbants » (un état E; est dit
absorbant si p;j = 1). On peut poser des questions telles que : si on se place initialement dans
I"état 1, quelle est la probabilité d' atteindre I"état 2 (et d'y rester), quelle est la probabilité
d'atteindre I’ état 4 (et d'y rester) ? ou encore : quelle est |’ espérance mathématique (si elle
existe) du temps d’ attente pour aler del’état 1 al’état 2, oudel'éat 1 al’état 4 ?

chi-deux

Une des deux formes francisées du symbole grec x2 (prononcé ki deux)
Voir khi-deux.

chronologique (série)
Voir série chronologique.

classe (class)

Valeur (ou modalité) ou ensemble de valeurs (ou de modalités) que peut prendre une variable
statistique (ou caractére) et qui sert notamment a constituer des tableaux « par classes et
effectifs ».

classe modale
Voir modale (classe).

classes et effectifs (tableau par)
Voir tableau par classes et effectifs.

coefficient

Voir aplatissement (coefficient d'), asymétrie (coefficient d'), corrélation (coefficient de),
détermination (coefficient de).

coefficients binomiaux
Voir binomiaux (coefficients).

cohorte (cohort)
Type particulier d' échantillon, utilisé notamment en épidémiologie, sociologie ou démogra-
phie, constitué par un ensemble d’ individus choisis & un moment donné, et « suivis » ensuite
pendant une période le plus souvent de plusieurs années. Le choix initial est effectué parmi
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des individus possédant une méme caractéristique (étre indemne d’ une certaine pathologie,
étre dans une méme année d' études, avoir le méme &ge, ...). Les études de cohortes sont
parfois appel ées enquétes « longitudinales ».

combinaisons
Voir binomiaux (coefficients).

combinatoire
Voir analyse combinatoire.

comparaison de moyennes (test de)
Voir Sudent (test de).

comparaison de pourcentages / probabilités (test de)
Voir Sudent (test de).

comparaison d’une variance a une valeur fixée

Test paramétrique qui compare la variance observée d' un échantillon statistique a une valeur
fixée.

—— test bilatéral de comparaison d’une variance 62 a une valeur fixée 65 ——

e Données. Un échantillon (x1, X, ..., X,) de n valeurs observées d’'une variable aéatoire
normale X d' espérance mathématique p et de variance ¢2.

* Hypothese testée. Hp = « 62 = 63 » contre H; = « 62 # 62 »

 Déroulement technique du test

i=n
1. On calcule la moyenne X = 12 X; del"échantillon, puis on calcule la variance non

n.
i=1
i=n
biaisée s? = ;]1—12(Xi—>’<)2 de " &chantillon,
i=1

2. On calcule lavaleur observée de lavariable de test :

Les valeurs de référence de la variable de test sont deux bornes| et I, alire dans les tables
delaloi du khi-deux an—1 degrésdeliberté: I; est lavaleur dux2 pour laprobabilité 1 —% ,
et |, lavaleur pour laprobabilité % . L’hypotheése Hy est rejetée si t est al’ extérieur de |’ inter-
valle[ly, 17].

« Conditions et précautions. Contrairement au cas d' une espérance ou d'une probabilité, ce
test n’est pasrobuste : il N’ est valable que dansle cas oulaloi del’ échantillon est normale.
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comparaison de deux variances
Voir Fisher-Snedecor (test de).

complémentaire (complementary set / event)

Dans la formalisation ensembliste des espaces probabilisables, les événements sont des
parties de I’ espace fondamental Q. Si I’on considere un évenement A, son complémentaire
CA est I’ événement dont laréalisation correspond alanégation logique « non-A »:

we (A e non(weA).
Outre les deux notations ensembliste et logique, parfaitement synonymes: (A, non-A, on
emploie souvent lanotation A qui est trés commode.

Formules (manipulation des événements)
CAuB)=CAN(B
CAnB)=CAU(B

PCA)=1-P(A)

Ces formules ont bien sOr leurs correspondants logiques.

Laderniere formule est d' un usage tres fréquent ; en effet, il arrive trés souvent que la proba-
bilité d’un événement ne soit pas directement calculable, mais que la probabilité de son
complémentaire le soit.

Exemple On considére la répartition des sexes des enfants dans les familles de 6 enfants,
qui suit en premiére approximation une loi binomiale de parametresn=6etp=05: px =
P(k filles) = (ﬁ) 0,56. On demande |a probabilité P de I’ événement « au moins une fille ». I
serait trés maadroit de calculer p; + p, + p3 + ps + ps + P |1 suffit de constater que

I’ événement « au moins une fille » est e complémentaire de « (exactement) O fille» et I’on
obtient immédiatement P= 1 —pp = 1 — 0,56 = 0,984.

composées (formule des probabilités) (composite probabilities
formula)

Version multiplicative de la définition d’ une probabilité conditionnelle :

P(A n B) =P(A) P(BJA) (= aussi P(B) P(A|B)

Cette formule se généralise : P(A N B n C) = P(A) P(BJA) P(C|(AnB)), etc. C'est ainsi que
I’ on calcule les probabilités lorsque I’ on modélise une suite (logique ou temporelle) d’ évene-
ments, et que I’ espace fondamental Q global est représenté par un arbre : la probabilité a
chaque « nocaud » de I arbre s obtient en multipliant |a probabilité associée au noaud précé-
dent par une probabilité conditionnelle.

compte (variable aléatoire de) (counting variable)

Variable aléatoire qui modélise dans des épreuves successives ou simultanées (épreuves
répétées, échantillonnage ou sondage, « processus ») un compte total d’ événements (résultat
d’un jeu, réponse d un certain type a une question ou caractéristique particuliére dans une
enguéte, défaut, panne, naissance, ...). Lesloisles plus classiques pour une variable aléatoire
de compte sont laloi binomiale, laloi hypergéométrique et laloi de Poisson.
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concentration (courbe de - de Lorentz) ([Lorentz] concentration

curve)
On considére une variable réelle X, en principe positive, définie sur une population, et qui
représente généralement un « bien » (salaire, revenu, patrimoine, actif, ...) susceptible d’ étre
« possédé » par lesindividus. Etant donné une valeur x de cette variable (de ce bien), on peut
lui associer lapartieA(x) delapopulation constituée par lesindividus pour lesquels X < x (i.e.
lesindividus qui possédent chacun une quantité < x du bien). On note F(x) la proportion de
lapopulation deA(x) par rapport alapopulation totale, et FQ(x) laproportion du bien possédé
par lesindividus de A(x) par rapport au bien total possédé par I’ ensemble de la population.
La courbe de concentration est formée par I'ensemble des points d'abscisse F(x) et
d’ordonnée FQ(x). Dans le cas ou I’ on connait seulement des classes de valeurs de X, cette
courbe est une ligne brisée.

Construction par points de la courbe

Le cas standard est le cas discret : les valeurs de X étant réparties en classes d’ extré-
Mités Xp < X1 < ... < Xk, on se donne le nombre n; d’individus qui possedent une
valeur de X entre X3 et x; (i = 1, ..., K). On représente lavaleur de X dans la classe

s XX — oyt o
I%i-1, x] par son centre x; = — et on pose g; = n;x’; la quantité de X

k
possédée par les individus de la classe n° i. La population totale est N = Z n, =
i=1
k
Ny + Ny + ... + ng, et laquantité totale Q de X possédée est Q = Z nx’; .
i=1

On définit tout d’abord les proportions (du nombre d'individus et de la fraction
possédée) dans chaque classe :

. n.x’:
f. = N q; = ITI
On définit enfin, dej de 0 ak, les points de la courbe de concentration, qui ont pour
coordonnées les proportions cumul ées.
» pourj=0
—abscisse Fo =0,
—ordonnée Qp =0
» pourj>1 )
j
—abscisse Fj = z f;, proportion de la population qui posséde jusqu’alavaleur x;
i=1
j
—ordonnée Q; = Z q; , proportion de X possédée jusgu’alavaleur x;
i=1
» remarque : pour j = k ces formules donnent
—abscisse Fy =1,
—ordonnée Qx = 1.
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On peut lire indirectement sur cette courbe lamédiale M* (lavaleur de x qui partage en deux
la masse totale « possédée ») : M* est la valeur de x telle que FQ(X) = % . La courbe de
concentration est toujours au-dessous de la « premiére diagonale » OA (cf. figure ci-dessous),
et lamédiale est toujours supérieure alamédiane M (caractérisée par F(M) = % ).

Lorsgue I’amplitude des variations de X est faible, et que la « possession » de X est bien
répartie, la courbe de concentration est voisine de OA. Lorsque I’ amplitude des variations de
X est grande, et/ou que la « possession » de X est treés concentrée (chez les « gros » possé-

dants), la courbe s écarte de OA pour se rapprocher des cdtés OBA. On peut traduire la
distance entre OA et la courbe par un indicateur appelé indice de concentration de Gini.

FQ(x) FQ(x)
A A
L L
/ /
/ /
/ , / ,
/ - 05f------ S A
/ Z / -
Gf-- /- : / :
/ ! : B 7 ' : B
0 f, 1 F(x) 0 0,5 (M%) F(x)

On peut aussi définir la courbe de concentration dansle cas d’ une distribution continue de X,

de densitéf(x). OnaQ = rtf(t)dt et la courbe de concentration est la courbe paramétrique
0
d équations F(x) = | “f(t)dt (fonction de répartition), FQ(x) = é | “t(t)dt .
0 0

Exemple On considére une entreprise de 150 personnes ou les salaires (en k€ par mois)
sont répartis comme indiqué par le tableau ci-dessous:

classe [10,1.2[ | 112,150 | [1,5200 | [20,26[ | [26 3,4 | [3.4 48[

effectif 15 63 42 18 9 3

Tracer la courbe de concentration.

Il faut commencer par calculer les valeurs et les proportions cumulées, comme détaillé dans
le tableau ci-dessous :

classe [x;—1, ;[ | [1,0,1.2[ | [1,2,1,5[ | [1,5 200 | [20 260 | [26 34 | [3.4 48[

centre de classe

) 1,1 1,35 1,75 2.3 3,0 41
X
effectif n; 15 63 42 18 9 3
effectif 15 78 120 138 147 150
cumulé X n;

proportion F; 0,10 0,52 0,80 0,92 0,98 1,00
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masse n; x’; 16,5 85,05 73,5 41,4 27,0 12,3

masse cumulée

5 , 16,5 98,55 172,05 213,45 240,45 252,75
nix:;

proportion

0,065 0,40 0,68 0,845 0,95 1,00
de la masse Q;

On obtient ainsi les points suivants : FOGY
(00 , 00 ) P A
(0,10, 0,065) e
(052, 0,40) o
(0,80, 0,68) Y
(0,92, 0,845) / .
(0,98, 0,95) 2 !
(10 , 1,0 ) '

0 1 F(x)

concentration (indice de — de Gini) ([Gini] concentration index)
Etant donné une variable positive X définie sur une population, on peut définir la courbe de
concentration de Lorentz

L’ indice de concentration de Gini est le double de |’ aire comprise entre la courbe de concen-
tration et la « premiére diagonale » du carré-unité.

Calcul pratique de I'indice de concentration

Lecas standard est le cas discret : lesvaleursde X étant réparties en classes d’ extré-
Mités Xp < X1 < ... < X, on se donne le nombre n; d'individus qui possedent une
valeur de X entre x; 1 et X (i = 1, ..., k). On représente la valeur de X dansla classe
Xi_1+

X o
1% -1, X] par son centre x'; = ' et on pose g; = nx; la quantité de X
2 1 1

k
possédée par les individus de la classe n” i. La population totale est N = 2 n; =
i=1
k
ng +ny + ... + ng, et laquantité totale Q de X possédée est Q = 2 nx'; .
i=1
On calcule alors (cf. courbe de concentration) |les proportionsfj et ¢ dans les classes,
et les proportions cumulées Fj et Q; .
L’indice de concentration | ¢ est donné par I’ une quel conque des deux formules équi-
valentes suivantes :

k-1
lc= Z(Fij+1_Fj+1Qj)!
i=1
k
lc= 1—(f1Q1+ zfj(Qj_l"'Qj))-

i=2
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C’ est un nombre sans dimension (i.e. indépendant des unités), comprisentre O et 1. Lavaleur
de I¢ est d' autant plus grande que I’amplitude des variations de X est grande, et/ou que la
« possession » de X est trés concentrée (chez les « gros» possédants), ces deux circons-
tances cumulant leurs effets.

FQ(x)
1

1

"F(x)

Distribution peu concentrée

FQ(x)
1

Ic 12

0

1

"F(x)

Distribution trés concentrée

Théoreéme. L’indice I de concentration est égal a I’ espérance mathématique de la
valeur absolue de ladifférence du caractére X entre deux individus (choisis indépen-
damment), soit, si X1 et X, sont deux « copies » indépendantes de X :

lc=E(X1—X2]).

Outre savaleur en tant qu’ interprétation concréte, ce théoréme peut servir au calcul direct de
|c sans calculer aucune proportion :

lc = N%Ezi<jninj(x'j =X)

Cethéoreme sert enfin a donner dans le cas continu une formule de calcul de I¢ par une inté-

grale double.

Exemple On considére une entreprise de 150 personnes ou les salaires (en k€ par mois)
sont répartis comme indiqué par le tableau ci-dessous:

classe

[1.0, 1,2

(1.2, 1,5

[1.5, 2,0

[2,0, 2,6

[2,6, 3,4

[3.4, 4,8

effectif 15

63

42

18

9

3

(Les données sont les mémes que celles de I'exemple donné ante pour la courbe de
concentration).

Calculer I'indice de concentration.

Les vaeurs cumulées ont déja été calculées (en particulier N=150 et Q =252,75). On
redonne la partie du tableau utile pour les calculs :

classe [xj -1, xjl [10,12[ | [12,1,5[ | [1,520[ | [20 26[ | [26 3,4[ | [3.4, 48]
centre de classe x’j 1,1 1,35 1,75 2,3 3,0 4,1
proportion Fj 0,10 0,52 0,80 0,92 0,98 1,00
proportion 0,065 0,40 0,68 0,845 0,95 1,00
de la masse Q;
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Calcul de I¢ par lapremiére formule :
5 FQ(x) A
lo = Y (FQju1—Fj+1Q)) N ;
i=1 :
= (fia, —f,00) + ... + (f506 —f505) :
= 0,0062 + 0,0336 + 0,0504 + 0,0459 + 0,0300
= 0,1661 I
(Ia.concentration n'est pas trés forte, comme on peut 0 1 Fx)
d'ailleurs le constater visuellement sur la figure).
conditions de Yule
Voir Yule (conditions de).
conditionnel, le (conditional)

Premier sens : dans un espace probabilisé, qualifie les concepts modifiés par la connaissance
d’'un événement fixé : événements conditionnels, probabilités conditionnelles.

Deuxiéme sens (voisin pour I'«esprit» mais nettement distinct pour la situation de
référence) : dans une situation probabiliste ou statistique « bidimensionnelle» ou
« multidimensionnelle », qualifie ce qui concerne une des variables lorsque |’ autre est fixée :
probabilités conditionnelles (en un sens restreint par rapport au sens général ci-dessus),
densité conditionnelle, loi conditionnelle, effectifs conditionnels, fréquences condition-
nelles, espérance ou moyenne conditionnelle, variance conditionnelle, écart-type condi-
tionnel.

Dans une situation statistique avec deux variables discréetes représentées par un tableau « de
contingence », les effectifs conditionnels sont ceux des lignes ou des colonnes, et I'on
calcule les fréguences conditionnnelles en effectuant les quotients par I’ effectif total de la
ligne ou de la colonne (effectif marginal).

conditionnelle (espérance, variance)

On considere un couple (X, Y) de variables aléatoires discrétes, dont laloi est donnée par les
couples (x;, y;) de valeurs prises, et les probabilités ponctuelles (« loi jointe ») :

pij = P(X =x; etY =y;).

Lesloismarginales (avec des notations pas tres cohérentes mais tres utilisées) sont calcul ées
comme suit :

pi = P(X=X;) = szija q; = P(Y =y = Zi Pij
Pour tousi, j, on peut définir la probabilité conditionnelle :
PX=xetY =y) _ pj
P(X=X;) Pi

On définit |’ espérance (théorique) de'Y conditionnelle a X = x; comme le nombre :

PCY =yj| X=X =

ECY|X=x) = Y P(Y =y X=x)y; = Zj%jyj,notéE(lei)enabrégé,
I

(selonlescas, il s'agirad’ une somme finie ou d’ une somme infinie).
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On définit lavariance (théorique) deY conditionnelle a X = x; comme le nombre:
— vy = _ _ _ Pij
Var(Y[X=x) = 3 PCY =X =)~ E(Y ) = 3, DUy~ (Y1)’

(selonlescas, il s'agirad’ une somme finie ou d’ une somme infinie).

A un niveau plus approfondi, on peut remarquer que I’ espérance conditionnelle associe un
nombre atoute valeur x; delavariable aléatoire X. En associant & ce nombre la probabilité p;,
on définit ainsi une nouvelle variable aéatoire, appelée « espérance mathématique deY en
X » et notée E(Y|X). Cette nouvelle variable aéatoire possede elle-méme une espérance
mathématique (un nombre), et I'on démontre alors la propriété E(E(Y|X)) = E(Y).
On peut chercher a éendre les notions d’ espérance conditionnelle et de variance condition-
nelle au cas d’ un couple de variables al éatoires absolument continues. Cela nécessite la défi-
nition préalable dela« densité deY conditionnelleaX = x » et I’ on obtient les généralisations
cherchées. On peut en appréhender intuitivement la signification par un passage a la limite,
analogue a celui que I on effectue pour appréhender la notion de densité de probabilité. Ces
notions sont utilisées notamment pour définir la courbe de régression et le rapport de corréla-
tion.
Ces notions se transposent sans difficulté au cas d’ un échantillon statistique a condition que
I" échantillon soit constitué de ¢ groupes d’ observations relatifs aq valeurs x,, X,, ..., X;, avec
pour le groupe n” i, n; valeurs observées yiq, Viy, -.., i, delavariableY (lesformules qui
suivent sont valables des que I’ un des n, est > 2 mais ont peu d'intérét si cen’ est pasle casde
laplupart ). On utilise les notations définies ci-dessus, et on posen=n, + N, + ... + ng. On
définit la moyenne (empirique) deY conditionnelle & X = x; comme le nombre:
n;
m(Y|X = x;) = hl. 3 yij. en abrégé m(Y[x), ou y; S'il 'y apas d ambiguité.
i.
j=1
On définit lavariance (empirique) deY conditionnelle a X = x; comme le nombre :
1«
Var(Y[X=X) = o Z (vij —¥)?, en abrége Var(Y ).
I.
i=1

conditionnelle (probabilité) (conditional probability)

Probabilité définie en restreignant I’ensemble fondamental Q a la partie constituant un
évenement A, de fagon a modéliser convenablement les probabilités conditionnées par la
survenue deA.

Soient deux événementsA, B d’un espace probabilisé (Q, A, P), avec P(A) = 0. On appelle
probabilité conditionnelle de I’ événement « B si A » (ou « B sachant A ») le quotient :

P(BJA) = HANE) 9(2)8

On noteraque P(A[A) = 1.

Remarque: on peut se demander pourquoi on ne prend pastout simplement P(A N B)
comme définition de la probabilité conditionnelle de B sachant A. Laréponse est trés
simple : il faut normer, i.e. imposer que la probabilité conditionnelle de A sachant A
soit égalea l, ce qui exige le dénominateur P(A).
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Exemple On considére le lancer de 2 dés, représenté par un espace a 36 évenements
équiprobables. On considére |’ événement A = « somme = 10 » et I’ événement B = « double ».
Calculer la probabilité conditionnelle P(BJA).

En vertu de I’ équi probabilité il suffit de compter les événements élémentaires: AN B =

{(5,5)} donc P(A N B) = 3 A={(4, 6), (5 5), (6, 4} donc P(A) = i , de sorte que

6’

1/36 1
3/36

, que I’ on peut comparer avec la probabilité « a priori » P(B) = 61 .

P(BJA
(BIA) = %6

Voir composées (formule des probabilités).

confiance (intervalle de) (confidence interval)
Voir estimation par intervalle.

conjoint, e
Voir joint, e.

conjonction logique
Voir intersection.

contingence (tableau de)
Voir tableau de contingence.

continu (ensemble) (continuous set)

Se dit d’un ensemble de nombres formé par un intervalle (la propriété essentielle — mais non
caractéristique — est qu’ entre deux nombres distincts quelcongues de I'ensemble, il y en a
toujours un autre, ce qui entraine qu'il y en a toujours une infinité d autres). S oppose a
discret, encore qu'il y ait des ensembles de type intermédiaire ou hybride.

continue (variable aléatoire) (continuous random variable)
Voir variable aléatoire (typologie).

contraire
Voir complémentaire.

convergence (convergence)
La convergence en calcul des probabilités est une notion multiforme et difficile a définir. Et
en méme temps, les théoremes de convergence représentent I’ outil mathématique indispen-
sable pour fonder le calcul des probabilités et |a statistiqgue mathématique, ainsi que leur
connexion.

Voir convergence en probabilité, convergence presque slire, convergence en moyenne quadra-
tique.

convergence en loi (convergence in distribution)

L aconvergence en probabilité renseigne sur le comportement d’ une suite de v.a. en donnant
une information sur les probabilités relatives aux valeurs réellement prises « en situation »
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d' épreuve aéatoire, mais on peut se contenter d' un renseignement théorique sur la loi
des X

On se donne une suite (X)) de variables aléatoires (réelles) définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P), et une variable aléatoire X définie également sur cet espace. On note
(Fr) les fonctions de répartition des X, et F celle de X. On dit la suite (X,,) converge en loi

vers X lorsque n tend vers I'infini, et on écrit X, — X, s, en tout point x pour lequel F est

continue, ona:
Fr(xX) = F(x)

n— oo

Théoréme. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

A un niveau plus approfondi, on peut montrer que la convergence en loi est équivalente,
moyennant certaines conditions supplémentaires qui ne seront pas donnéesici, a la conver-
gence des fonctions caractéristiques.

Voir central limite (théoréme).

convergence en moyenne quadratique (convergence in

square mean)
Outre les trois convergences « classiques » (en probabilité, en loi, presque sire), il existe
d'autres notions, notamment la convergence en moyenne quadratique, définie par
E((X,—X)?) — 0, qui joue un rdle technique important en calcul des probabilités (elle
entraine la convergence en probabilité et a fortiori la convergence en loi, mais n’'a pas de
rapport d’'implication avec la convergence presque sire).

convergence en probabilité (convergence in probability)
Une théorie mathématique des phénomeénes aéatoires n’aurait jamais vu le jour s I'on
n'avait pas remarqué la convergence de la fréquence d' un événement lorsque I’ on répéte
indéfiniment I’épreuve : la limite de la fréguence est la probabilité de I’ événement. La
convergence qui fonctionne ici s appelle la convergence « en probabilité ».

On se donne une suite (Xp) de variables aléatoires (réelles) définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P). On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers la constante X,

o . P .
lorsque n tend vers I’ infini, et on écrit X, — X, , Si, pour tout € >0, ona:
P(|X,=Xo| >&) =0

n— oo

Dans cette définition, le réle de xg n’ est pas celui d’ un nombre mais celui d’ une variable aléa-
toire certaine. Cette remarque permet de généraliser de fagcon naturelle la convergence en
probabilité.

On se donne une suite (X)) de variables aléatoires (réelles) définies sur un méme espace
probabilisé (€2, A, P), et une variable al éatoire X définie également sur cet espace. On dit que
la suite (Xn,) converge en probabilité vers la variable aléatoire X lorsgue n tend vers I’ infini,

P
et on écrit X, — X, s lasuite (X,,—X) converge en probabilité vers 0.
Voir grands nombres (loi des).
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convergence presque sire (almost certain convergence)

La convergence en probabilité oblige des probabilités a tendre vers 0, mais elle n’ oblige pas
vraiment la suite de variables a éatoires a tendre numériquement vers une valeur limite sous
les yeux de I expérimentateur ou de |’ observateur. On peut donc imaginer une convergence
plus forte que la convergence en probabilité. Ce type de convergence trés technique est
essentiellement utilisé par les mathématiciens professionnels.

On se donne une suite (X, de variables aéatoires (réelles) définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P). On dit que lasuite (X)) converge presque sirement versla constante Xo

lorsque n tend vers Iinfini, et on écrit ani Xy, S laprobabilité de I’ évenement X, — X,
n— oo
est égaleal.
Pour apprécier 1a portée de cette affirmation, sous la forme équivalente « la probabilité que
Xn ne tende pas vers xo est nulle», il faut faire la différence entre un évenement
« logigquement impossible » (en quelque sorte un événement virtuel qui n’appartient méme
pas a |’ espace probabilisé) et un événement de cet espace probabilisé mais de probabilité
nulle. Ainsi, pour une suite infinie de partiesde P ou F, I’ événement PPPPP.. = « Pile chaque
fois » est imaginable (logiquement possible) mais de probabilité nulle (il ne se produira pas,
mais C' est trés abstrait car personne n’ira expérimenter jusqu’ al’infini 1)
Dans |a praticue (théorique), la probabillité de I événement global X, — x, n’est pas calcu-
n— oo

lable sans introduire par exemple les évenements E () = {|X,—Xo| >€}, pour écrire
comme définition équivalente Ve >0 lim P( ;\ Ek(e)) =0.
N=e \=n

Comme la convergence en probabilité, on peut généraliser de fagcon naturelle la convergence
presque slre (convergence vers une v.a. quelconque).

Théoreme. La convergence presque sre entraine la convergence en probabilité (et
afortiori la convergence en loi).

correction de Sheppard (Sheppard correction)
Correction qui débiaise le calcul d'une variance empirique effectué a partir des centres de
classes qui sont des intervalles de longueur fixe.

Voir variance.

correction de Yates
Voir Yates (correction [ de continuité] de).

corrélation (correlation)
Lorsgu’il ne qualifie pas un indicateur numeérique (le « coefficient de corrélation ») et qu’il
est employé de fagon « libre », ce terme renvoie a une situation ou deux variables a éatoires
X etY —ou deux caracteres statistiques — ne sont, ni entierement liés (Y = f(X)) ni indépen-
dants; lanature dela« liaison » entre les deux variables ou les deux caractéres est alors aléa-
toire (au sens mathématique du mot, qui ne veut pas dire que ¢’ est « n’importe quoi » !), et sa
force peut souvent étre mesurée par un coefficient numérique adapté.
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corrélation (coefficient de) (correlation coefficient)
Nombre réel sans dimension, compris entre —1 et 1, défini a partir de la covariance, qui
mesure la « liaison » (ou la « dépendance ») entre deux variables aléatoires ou deux carac-
téres statistiques.

Lecoefficient de corrélation (sans autre précision) devrait étre qualifié de coefficient de corré-
lation linéaire — quoique ce qualificatif ne soit que rarement gjouté : il est en effet spéciale-
ment adapté a la mesure d'une « liaison » linéaire (ou plutdt affine), et on peut construire
d’ autres coefficients de corrélation, adaptés a d’ autres types de « liaison ».

Voir corréation de deux variables aléatoires (coefficient de), corrélation de deux échan-
tillons statistiques (coefficient de), corrélation multiple (coefficient de), corrélation partielle
(coefficient de), corrélation des rangs (coefficient de).

corrélation de deux échantillons statistiques (coefficient de)

On considére un couple (X, Y) de caractéres statistiques réels, et un échantillon observé den
valeurs numériques de ce couple ((Xq, Y1), (X, Y2), ---,(%ns Yr))- ON note les moyennnes obser-
vées X ety ; on noteles variances et la covariance observées :

s& =Var(X), Covxy =Cov(X,Y), s7 =Var(Y).
Le coefficient de corrélation (linéaire) de X avecY est défini comme le quotient :

i=n

X: — X .=V
r Covyy i;( i—X);i—Y)
Y SxSy - i=n i=n
/\/Z(Xi_x)z Y (yi=y)?
i=1 i=1

Remarque: s on cacule le coefficient de corrélation a partir d estimations des
variances et de la covariance, il importe peu que I'on utilise les estimations biaisées
ou débiaisées (qui se traduisent par des dénominateurs n ou n—1 dans les formules
qui donnent s% , Covy. vy et s2). Le quotient qui définit le coefficient de corrélation
fait disparaitre ces dénominateurs et annule donc I’ effet des biais ou des débiais,
donnant le méme résultat numérique dans tous les cas.

Le coefficient de corrélation statistique (parfois qualifié de coefficient de corrélation observé
ou empirique) se note le plus souvent rx,y OU I'xy OU I'y y OU 'y (Ou T S'il N'y aaucun risque
de confusion), parfois Corr(X, Y) ou Corr(x, y). Pour éviter de mal interpréter desvaleurs peu
significatives, il est important de savoir que le poids de la « liaison » affine révélée par le
coefficient de corrélation est correctement mesuré par le carrérz.

Propriétés
— C’est un nombre sans dimension, et on atoujours —1<ry y < 1.

— Sirx,y =1louryy =-1, il existe une relation affineentre X et Y : Y =a+ bX
(pour tout n: y, =a+ bx,, bétantdusignederxy).

\oir covariance.

corrélation de deux échantillons statistiques (rapport de)

On considéere un couple (X, Y) de variables statistiques et on suppose que I’ échantillon est
compose de g groupes d’ observations relatifs aux valeurs xi, xa, ..., Xq de X, avec pour le
groupe n’ i, n valeurs observées y;, , Vi, ---, Yin. delavariableY, etonposen=n; +n, +

. +ngq (les formules qui suivent sont valables'dés que I’un des n; est > 2 mais ont peu
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d'intérét s ce n'est pas le cas de la plupart !). On commence par calculer les moyennes
conditionnelles :

n.
_ 1 — .
Yi = m(Y‘X:Xi) = n_zylj (I =1, 2’,Q)
Ij:l
4
(nota : lamoyennetotaledeY est y = z ﬁlyi)'
i=1
On calcule ensuite | es variances conditionnelles

n;
Vary, = Var(Y[X=x) = 3 (y;=5)? (=120
Ij:l

q N
: : -1 7)2
(nota: lavariancetotale deY est Vary = - > Y W=
i=1j=1

Formule de décomposition de la variance (empirique)

Lavariance Vary est |la somme de deux termes :
« lavariance expliquée par la régression en X (ou encore variance inter-groupes),
variance des moyennes conditionnelles :

q
i} n - _
Var(y) = 3 ~(%i=9)?
i=1
« lavariance résiduelle (ou encore variance intra-groupes), moyenne des variances
conditionnelles :

q
n.
m(Vary,) = Zﬁ'VarY‘Xi
i=1

Avec les notations précédentes, on peut maintenant définir le rapport de corrélation (empi-
rique) deY en X comme le quotient de lavariance expliquée par larégression, par lavariance
totale:

2 _ Var(yy)

Svix = Var,

Le rapport de corrélation est noté €2 ou 2. Lorsqu’il n'y a pas de liaison statistique entre X
ety, il est nul. Lorsque la corrélation est linéaire (affine), il est égal au carré r2 du coefficient
de corrélation linéaire. Lorsqu'il est exactement égal a1, lavariance résiduelle m(Vary ;) est
nulle, ce qui implique que Vary, est nulle pour tout i, et donc que laliaison entre X etY est
«fonctionnelle » : i et x; étant fixes, y;; est constante (par rapport aj).

corrélation de deux variables aléatoires (coefficient de)

On considére un couple (X, Y) de variables aléatoires réelles, et on note les variances et la
covariance :

o% =Var(X), Covx y = Cov(X,Y), 6% =Var(Y).
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Le coefficient de corrélation (linéaire) de X avecY est défini comme le quotient :
_ Covy v
Px, v GOy
Le coefficient de corrélation se note le plus souvent px v ou pxy (ou p S'il N’y aaucun risque
de confusion), parfois Corr(X, Y). Pour éviter de mal interpréter des valeurs peu significa
tives, il est important de savoir que le poids de la « liaison » affine révél ée par le coefficient
de corrélation est correctement mesuré par le carré p2.

En toute rigueur, il aurait fallu inclure dans la définition que I’on supposait que les espé-
rances Lix €t Ly existaient, de méme que les variances et la covariance.

Propriétés

— C’est un nombre sans dimension, et on atoujours -1 < px vy < 1.

— Sipx,y =1oupxy=-1, il existe unerelation affineentre X etY : Y = o + BX
(cette relation est vérifiée « presque sirement »).

— Si X etY sont indépendantes, on apx,y =0 (maislaréciprogue est fausse).

corrélation de deux variables aléatoires (rapport de)

Dans le cas d'un couple (X, Y) de variables aléatoires, on peut utiliser les notions d’ espé-
rance conditionnelle E(Y[X = x) et de de variance conditionnelle Var(Y|X = X), (notions
simples dans le cas discret, plus délicates dans le cas général) pour démontrer un théoréme
de décomposition de la variance marginale Var(Y) en deux termes :

Var(Y) =Var(E(Y X)) + E(Var(Y|X)).
Lacourbey = E(Y|X =X) est lacourbe derégression, et cette formule signifie que lavariance
marginale totale deY est lasomme d’'un terme Var(E(Y|X)) qui est la variance expliquée par
larégression et d un terme E(Var(Y|X)) qui est lavariance résiduelle de.
Le rapport de corrélation de Y en X est défini comme le quotient du premier terme par la
variance totale :

2 _ Var(E(Y[X))

Yix var(Y)
Lorsgue X et Y sont indépendantes, il est nul (mais la réciproque est fausse). Lorsque la
courbe de corrélation est une droite, il est égal au carré p2 du coefficient de corrélation
linéaire. Lorsgu’il est exactement égal a 1, la variance résiduelle E(Var(Y|X)) est nulle, ce
qui implique que Var(Y [X = X) est (presgue sirement) nulle pour tout x, et donc que laliaison
entre X etY est fonctionnelle : il existe une fonction ¢ telle que Y = @(X) (presque slire-
ment).

corrélation multiple (coefficient de) (multiple correlation coefficient)

Nombre réel dans dimension, compris entre 0 et 1, qui mesure la «liaison» (ou la
« dépendance ») globale entre une variable aléatoire (ou caractére statistique) et deux (ou
plusieurs) autres.

On considere un triplet (X, Y, Z) de variables aléatoires réelles, et on définit et on note les
coefficients de corrélation (linéaire) simples comme usuellement.

Le coefficient de corrélation multiple de Z avec X etY, noté généralement pz xy, est défini
comme le maximum du coefficient de corrélation simple entre Z et une combinaison linéaire
BX +vY lorsque 3 et y varient. On peut calculer son carré par laformule:
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s _ PRz PYz = 2PxyPxzPy2

Pzxy = 1—_p2

—Pxy

On atoujours0 < pzxy < 1; lorsque pzxy = 1, il existe unerelation affineentre X,Y et Z de
laformeZ = o + BX + Y (cette relation est vérifiée « presque sirement »).
On rappelle que les poids des « liaisons » affines sont correctement mesurés par les carrés
des coefficients de corrélation.
On considere maintenant un triplet (X, Y, Z) de caractéres statistiques réels et un échantillon
observé de n vaeurs numériques de ce triplet ((X1, Y1, Z1)s -+ Xn Yo Z))- On définit et on
note les coefficients de corrélation (linéaire) simples observés comme usuellement.

Le coefficient de corrélation multiple de Z avec X et'Y, noté généralement rzxy , est défini
par son carré ;

2 2
2 Tz Tz =2l gy Ixzlyy
Fzxy = 1_r2

—Ixy

On atoujours0<rzxy < 1; lorsque rzxy = 1, il existe une relation affine entre X, Y et Z
(pour toutn: z, = a+bn,+cy,).

Si on généralise larégression linéaire au cas « multidimensionnel », la droite de régression
a+ bX (gustementY = a + bX + E) est remplacée, dans |e cas e plus simple de 2 variables
«explicatives» X etY, par un plan derégression a + bX + cY (gjustement Z = a+ bX +cY
+ E). Comme dans le cas simple, lacorrélation de lavariable « expliquée » avec | écart E est
nulle, et la variance se décompose : si on note R2 = r3 ., , lavariance (marginale) s2 de Z
est la somme de deux termes: la variance expliquée par la multirégression en X et
Y 82, x4cy = R252, etlavariancerésiduelle: s2 = (1—R2)sZ.

L e coefficient de corrélation multiple se généralise au cas d’ un nombre quelconque de varia-
bles (les formules ne sont pas donnéesici).

corrélation partielle (coefficient de) (partial correlation coefficient)

Nombre réel dans dimension, compris entre—1 et 1, qui mesure la« liaison » (ou la « dépen-
dance ») entre deux variables aléatoires (ou caractéres statistiques) aprés « élimination » de
| effet d’une (ou de plusieurs) autres.

Si par exemple X etY présentent une forte corrélation, il se peut que cette corrélation résulte
d’une corrélation commune a X et Y avec une troisieme variable Z, et que la corrélation
partielle (résiduelle) entre X et Y soit faible. C'est bien entendu une question d'interpréta-
tion, les formules mathématiques étant neutres. Mais |'importance pratique peut étre trés
grande dans les domaines (la pathologie par exemple) ou la corrélation peut étre I'indice
d'une causalité : il ne faut pas prendre pour une causalité de X versY (ou vice-versa) une
causalité provenant de Z pour les deux !

On considere un triplet (X, Y, Z) de caractéres statistiques réels et un échantillon observé de
n valeurs numériques de cetriplet ((X3, Y1, Z)s ---» X Yr Z9))- On définit et on note les coef-
ficients de corrélation (linéaire) simples observés comme usuellement.

Le coefficient de corréation partiel de X etY avec Z, noté généralement rxy.z , est défini par
|"expression :

= vy =hafvz
JA=r5)1-1%;)

On peut vouloir tester la significativité d’ un coefficient de corréation partielle : elle se teste
exactement comme la significativité d’ un coefficient de corrélation mais en diminuant le

Mxv.z
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nombre de degrésdeliberté: sir =rxyz, lavariabledetestest t = LA/n -3, etil faut
1-r?

serapporter alatable delaloi de Sudent an—3 degrés de liberté (dansle cas simple dont la

formule a été donnéeici et ou I’ on aéliminé |’ effet d’ une variable).

corrélation des rangs (Kendall tau, Kendall rank
(coefficient de — de Kendall) correlation coefficient)
Nombre réel sans dimension, compris entre —1 et 1, qui mesure la «liaison» (ou la
« dépendance ») entre deux variables aléatoires ou deux caracteres statistiques ordinaux.

Ce coefficient (comme celui de Spearman) est également utilisé pour apprécier, apres leur
transformation en rangs, la corrélation de deux variables numériques qui sont manifestement
non normales, et pour lesquelles donc le coefficient de corrélation linéaire est non approprié.
Maisil n’ade pertinence que si laliaison présumée entre les variables est monotone.

Si on dispose de n « objets » ou individus et de deux variables classées, on peut attribuer dans
chacun des classements un rang a chaque objet ou individu : rq, I, ..., et s, S, ..., Sh. Le
coefficient de corrélation des rangs de Kendall est calculé a partir des concordances et discor-

dances de classement pour chacun des % couplesdistincts (i, j) d'individus : si (rj, ;)

et (s, 5) sont dans le méme ordre, on compte 1, s'ils sont en ordre différent, on compte —1,
puis on effectue la somme Sde ces valeurs.
Le coefficient de corrélation des rangs de Kendall est défini a partir de la somme S des
concordances/ discordances de classement des couples d'individus comme le quotient :

T= 25 .

nin-1)

On trouvera dans les manuel's spécialisés e détail de la procédure a suivre pour adapter cette
formuleau casd’ ex aquo. Onat = 1 s lesdeux classements sont identiques, T = -1 s'ils sont
inverses, et T = 0 s'ils sont (empiriquement) indépendants.
Lorsqu’ on utilise ce coefficient pour un couple de variables provenant d’ une loi hormale de
coefficient de corrélation linéaire p, et si n est « grand », ona:

T ziArc sinp, équivdentap = sin(gr).

Pour autant, on n’ utilise pas cette relation pour tester la valeur du coefficient de corrélation
desrangs de Kendall. En effet, il préférable d’ utiliser le quotient :
S R

2(2n+5)

9n(n-1)
qui suit approximativement une loi normale centrée réduite, avec une précision excellente
desquen> 8.

7 =

corrélation des rangs (Spearman rho, Spearman rank
(coefficient de — de Spearman) correlation coefficient)
Nombre réel dans dimension, compris entre —1 et 1, qui mesure la «liaison» (ou la
« dépendance ») entre deux variables aléatoires ou deux caracteres stati stiques ordinaux.

Ce coefficient (comme celui de Kendall) est également utilisé pour apprécier, aprés leur
transformation en rangs, la corrélation de deux variables numériques qui sont manifeste-
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ment non normales, et pour lesquelles donc le coefficient de corrélation linéaire est non
approprié. Maisil n'ade pertinence que si laliaison présumée entre les variables est mono-
tone.

Si on dispose de n « objets » ou individus et de deux variables classées, on peut attribuer dans
chacun des classements un rang a chagque objet ou individu : rq, 1, ..., rp €t s, S, ..., . Le
coefficient de corrélation des rangs de Spearman est simplement le coefficient de corrélation
linéaire usuel entre les deux séries de rangs. Compte tenu des val eurs particuliéres prises par
lesrangs (les entiers de 1 an), son calcul se simplifie considérablement et on peut I’ exprimer
en ne faisant intervenir que les différencesd; =r; — 5.

L e coefficient de corrélation des rangs de Spearman, est défini a partir des différences d; des
classements comme I’ expression

n
6 Z d?
1 _ i=n
n(n2-1)
On trouvera dans les manuels spécialisés le détail de la procédure a suivre pour adapter cette
formuleau casd ex aquo. Onar = 1 si lesdeux classements sont identiques, r =—1 s'ilssont
inverses, et r = 0 s'ils sont (empiriquement) indépendants.
Pour tester lavaleur du coefficient de corrélation des rangs de Spearman, il faut se reporter a
des tables spécifiques.
Lorsgu’ on utilise ce coefficient pour un couple de variables provenant d' une loi normale de
coefficient de corréation linéaire p, et s n est « grand », on a:

g =

rg= T%Arc sin(g) , équivalent a p = 2 sin (grs).

corrélation des rangs (tests de) (rank correlation tests)

Tests non paramétriques qui controlent I’indépendance de deux variables en testant lanullité
d'un coefficient de corrélation ad hoc constitué a partir des rangs de classement des deux
variables et non a partir de leurs valeurs numériques précises. Ces coefficients et les tests
correspondants n’ ont de pertinence que si la liaison présumée entre les variables est mono-
tone. Il existe un test pour chacun des deux principaux coefficients de corrélation des rangs,
celui de Kendall et celui de Spearman. Leur fonctionnement est trés similaire a celui du test
de significativité d’ un coefficient de corrélation.

test de corrélation des rangs de Kendall

 Données. Un échantillon de n couples de rangs ((r1, S1), (r2, ), -..,(rn, Sv)) (obtenu, soit par
observation directe d’ un couple (R, S) de rangs, soit par transformation en rangs des valeurs
d'un couple (X, Y) de vaeursréelles).

* Hypothese testée. Ho = « T = 0 » contre H; = « T # 0 » (Hg est trés proche de |’ indépendance
si laliaison présumée est monotone).
« Déroulement technique du test

1. On calcule le coefficient T de corrélation des rangs de Kendall (voir corrélation des
rangs (coefficient de — de Kendall))
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2. On calcule lavariable de test
-
2(2n+5)
In(n-1)
lavaleur critique est alire dans latable de laloi normale centrée réduite.
» Conditions et précautions
- nx8,
— aucune autre, la loi théorique du coefficient de corrélation des rangs de Kendall ne
dépendant pas de laloi des variables observées.

test de corrélation des rangs de Spearman

* Données. Un échantillon de n couples de rangs ((r1, 1), (r2, ), --.,(rn, S)) (obtenu, soit par
observation directe d’ un couple (R, S) de rangs, soit par transformation en rangs des valeurs
d'un couple (X, Y) de vaeursréelles).

 Hypothése testée. Hyp = «rg=0» contre Hy = «rg= 0 » (Hp est trés proche de I'indépen-
dance si laliaison présumée est monotone).
* Déroulement technique du test
1. Oncaculele coefficient rg de corrélation des rangs de Spearman.
2a. S n est petit (n < 30), on compare la valeur obtenue & la valeur critique lue dans une
table spécifique du coefficient de Spearman.

2b. Si n est grand (n > 30), on calcule lavariable de test t = rgi/n—1 et on compare la
valeur obtenue alavaleur critique lue dans latable de laloi normale centrée réduite.

» Conditions et précautions

Aucune, laloi théorique du coefficient de corrélation des rangs de Spearmann ne dépen-
dant pasdelaloi des variables observées.

corrélation (rapport de) (correlation ratio)

Nombre réel positif sansdimension, comprisentre O et 1, défini apartir des paramétresd’ une
régression, qui mesure la « liaison » (ou la « dépendance ») entre deux variables aléatoires
ou deux caractéres statistiques, y compris dans les cas ou cette liaison n'est pas linéaire
(affine). Contrairement au coefficient de corrélation linéaire, le rapport de corrélation n’est
pas symétrique.

corrélation (test de significativité d'un coefficient de)
Voir significativité d’ un coefficient de corrélation (test de).

couple de variables aléatoires (pair of random variables)

On peut considérer simultanément deux variables aléatoires X, Y définies sur un méme
espace probabilisé (Q, A, P). A chague événement élémentaire w € Q, correspondent alors
deux valeurs X(w) et'Y (o), quel’on peut représenter par un couple (X(w), Y ()).

Il peut aussi arriver que les deux variables X et'Y soient préalablement définies, séparément,
sur deux espaces probabilisés (Q1, A1, Py) et (Q2, A2, P2). Cette circonstance se produirale
plus souvent lorsqu’ on supposeraque X et Y sont indépendantes. Pour considérer simultané-
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ment X et, il faut commencer théoriquement par faire le produit des deux espaces probabi-
lisés. Maisil n’est pas nécessaire dansla pratique, sauf exception, de construire explicitement
ce produit pour pouvoir considérer le couple (X, Y).

Le probléme de base est de définir laloi de probabilité du couple (X, Y). On peut imaginer
des situations mixtes, mais les deux cas les plus fréquents sont ceux ou les v.a. sont toutes
deux discretes, ou bien toutes deux absolument continues.

» Cas X et Y discréetes
Si X etY sont discrétes, laloi du couple est définie par ladonnée (liste ou caractérisation) des
couples (x;, y;) de valeurs prises, et les probabilités ponctuelles::
pij = P(X =x etY :yj)
Cette loi s'appelle laloi jointe (ou conjointe) du couple (X, Y). On peut si nécessaire expli-
citer desloismarginales:
pi=PXX =x) =% pj, q=PY =y) =2 pj
(ces notations sont trés commodes mai's pas trés cohérentes, on peut préférer p;, et p,; , surtout
si on envisage de généraliser aplus de deux v.a.). Si X etY sont réelles, on peut généraliser
lanotion de fonction de répartition :
F(x,y) =P(X <xetY <vy).
Cas particulier important : si X etY sont indépendantes, on a:
pij =P(X =xetY =y) = P(X =x) P(Y =y)) =pi.. p,j ,
et
Fix, y) =P(X <xetY <y) =P(X < x) P(Y <y) = F1(X) Fx(y).

» Cas X et Y absolument continues

Si X et'Y sont absolument continues, laloi du couple peut étre définie de plusieurs manieéres.
Lafagon laplus générale est celle par les probabilités d’intervalle :

Plag<X<bieta, <Y <hy).
On peut aussi utiliser lanotion généralisée de densité ; si ¢(x, y) est ladensité jointe, on a:

bl bZ
Plaa<X<hetay<Y <hy) = L J'a o(u, v)dudy .
192

Une autre maniére consiste a utiliser la notion généralisée de fonction de répartition (méme
définition formelle que dans le cas des v.a. discrétes) :

O(x,y)=PX<xetY <y) = IX J'y ¢(u, v)dudv.

Quelle que soit lamaniére dont elle est définie, laloi s appellelaloi jointe (ou conjointe) du
couple (X, Y). On peut si nécessaire en déduireleslois marginales, avec leurs densités f(x) et
a(y), et leurs fonctions de répartition marginales F(x) = P(X < x) et G(y) = P(Y <vy).
Cas particulier important : si X etY sont indépendantes, on a:

o(x y) =f(x) g(y)
et: D(x, y) = F(X) G(y).

couplées (différences)
Voir appariées (séries).

courbe de concentration [de Lorentz]
Voir concentration (courbe de — de Lorentz).



52 courbe de régression

courbe de régression (regression curve)
Courbe y = f(X) que I’on détermine pour rendre compte de la liaison probabiliste ou statis-
tique entre deux variables.

Etant donné un couple (X, Y) de variables aléatoires réelles on peut définir pour chague
valeur de x I’ espérance conditionnelle E(Y|X = x) (notion mathématique délicate a définir
dans le cas général, mais qui se comprend intuitivement tres bien). Cette espérance condi-
tionnelle est une fonction « ordinaire » de la variable x et on peut tracer sa courbe représen-
tative appel ée courbe (ou ligne) de régression deY en x.

Dans un certain nombre de cas, théoriques et pratiques, la courbe de régression est une
droite, ladroite de régression, et on est alors dans une situation de régression linéaire.

Voir corrélation (rapport de).

covariance (covariance)
Nombre réel qui mesure la « liaison » linéaire (ou la « dépendance ») entre deux variables
aléatoires ou deux caractéres statistiques.

Voir covariance de deux variables aléatoires, covariance de deux échantillons statistiques,
formule de Huygens-Konig.

covariance de deux échantillons statistiques

Formule
Pour n couples d' observations individualisées (X;, V1), (Xo, ¥2), -oev (X0 Yr)» 1€S
moyennes X et y ayant été préalablement calculées :
Xy =) (Y1 =) Xy —=X)(Yp =) + ... + (X —X i=n
COVX,Y=( 1 =01 =YX, )(Y2n y) =X —Y) _ r_l]z(x —R)(y;—

Lacovariancede X avecY (parfois qualifié de covariance observée ou empirique) se note le
plus souvent Covy vy ou Covy, y ou Covxy ou Covyy (ou Cov S'il n'y aaucun risgque de confu-
sion).

Remarque: lorsque la valeur de la covariance doit intervenir dans des formules
impliquant des lois de probabilité (notamment pour un intervalle de confiance ou un
test d' hypothése), il convient de remplacer |’ estimation biai sée donnée par laformule
« descriptive » ci-dessus par |’ estimation débiai sée obtenue en remplagant le dénomi-
nateur n par n—1 (cf. aussi estimation ponctuelle).

covariance de deux variables aléatoires

On considére un couple (X, Y) de variables aléatoires réelles, et on note leurs espérances
mathématiques x et Ly. La covariance entre X et Y est I'espérance mathématique du
produit des variables centrées

Cov(X,Y) = E((X = x)(Y —uy)).
Si lesdeux v.a. X etY sont discrétes, caractérisées par les ensembles (finis ou dénombrables)
devaleurs{x} et {y;}, avec les probabilitésjointes pj = P(X = x; etY =y;),ona:

Cov(X,¥) = in Zyjpij(xi — M) (Yj —Hy)

(selonlescas, il s'agirad’ une somme finie ou d’ une somme infinie).
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Si X etY sont absolument continues, caractérisées par ladensité de probabilité jointe ¢(X, y),
ona:

Cov(x, V)= [T (x =m0y iy p(x y)dxay

Remarque : il n'y a pas de certitude que la somme converge ou que I'intégrale
converge avant de |’ avoir effectivement vérifié.

Lacovariance de X avecY senote le plus souvent Cov(X,Y) ou Covy, y ou Covxy. On notera
gue Cov(X, X) = Var(X).

Propriétés
— OnaVar(aX + BY) = a2Var(X) + 20Cov(X, Y) + B2Var(Y)

(cas particuliersintéressants: oo =1, B =+ 1).
— Si X etY sont indépendantes, on a Cov(X,Y)=0 (maislaréciprogque est fausse).

Cramer-von Mises (test [d'ajustement] de) (Cramer-von Mises test)

Test non paramétrique qui compare la distribution d’ un échantillon statistique a une distribu-
tion fixée (par exemple: loi exponentielle de paramétre A spécifié, ou loi normale d’ espé-
rance et de variance spécifiées). Les distributions (lois) sont représentées par leurs fonctions
de répartition, utilisées pour I’ exécution du test.

test bilatéral de comparaison d’une distribution de fonction
de répartition F(x) a une distribution de fonction de répartition fixée Fo(x)

* Données. Un échantillon (X;, Xy, ..., X,) de n valeurs observées d’ une variable aléatoire
numeérique X de fonction de répartition F(x).

e Hypothése testée. Ho = « F = Fg » contre Hy = « F # Fg ».

 Déroulement technique du test

la. Onordonnelesvaleurs observées del’ échantillon — on suppose ce rangement effectué,

soit, en gardant les notationsinitiales :
X <Xy <L X

1b. Puison pose:
_1 _2 _n _
F(x1) = o F(xp) = o o F(Xp) =0 1,

ce qui définit les « marches » de la fonction de répartition observée, qui est une fonc-
tion « en escalier ».

2. Oncaculelavaleur observée de lavariable de test :

1 . - (Zi—l

) 2
nwg = ——+ T .

12n B FO(X‘))

1=
Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans des tables obtenues par
simulation, elles dépendent de lataille n de |’ échantillon et du risque o.. Valeur limite :
pour o. = 0,05, lavaleur critique de nw? (probabilité de dépassement 0,05) est équiva-
lente 20,4614.



54 critique (région)

» Conditions et précautions

— 1l n'y apas d'autre précaution que de fixer complétement la loi de référence (donc en
particulier d’ éviter toute estimation de parametres) ;

— Lorsqu'il faut estimer des paramétres, il existe des tables obtenues par simulation.
Valeur limite (Biometrika Tables) : pour oo = 0,05, la valeur critique de nw? corrigé
lorsque I’ on fait fonctionner le test de Cramer-von-Mises aprés estimation de |’ espé-
rance et de |’ écart-type d’ une loi normale, est équivalant a0,126.

Cetest possede les mémes indications que le test de Kolmogorov. Malgré le peu de connais-
sances théoriques sur la loi (indépendante de la distribution F) de la variable nw? =

J'M(Fn(x) —F(x))2dF(x) (F, désigne laloi empirique pour n observations de laloi F), ce

test est considéré comme plus puissant que le test de Kolmogorov. En tout état de cause, il
prend en compte latotalité des écarts et non pas seulement le plus grand.

critique (région)
Voir région critique.
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Abréviation pour [nombre de] degrés de liberté.

débiaisée (estimation) (unbiased estimation)

Qualifie une estimation multipliée par un facteur correctif qui permet d annuler son biais
initial. Lesdeux caslesplusi mportants sont les esti matlons delavariance et delacovariance

qui, sous leur forme primitive : 2 (x;—X)? et = Z (X; —X)(Y;—Y) , sont biaisées. On les
| =1 | =1

« débiaise » en remplagant le dénominateur n par n— 1. Laplupart des calculettes qui traitent
les séries statistiques notent « ¢, » la racine carrée de la variance biaisée, et «c,_;» la
racine carrée de la variance débiaisée.

La question importante est de savoir quand on utilise I’ estimation biaisée, et quand on utilise
I estimation débiaisée. Sauf cas particulier laréponse est simple: si I’on fait de la statistique
descriptive, on utilise I estimation « naturelle » et biaisée ; si I’on fait de la statistique infé-
rentielle (intervalle de confiance, test d' hypothese), on utilise I’ estimation débiaisée.

décile (decile)
Indicateur de position attaché aune variable aléatoire réelle, utilisé essentiellement en statis-
tique. Les déciles partagent la série des valeurs en deux parties de fractions o et 1 — o de
| effectif total, pour oe = 10 %, 20 %, ..., 90 %. Ils sont au nombre de 9.

Si la signification concréete des déciles est simple et « parlante », la traduction formelle est
plus délicate. On adaptera sans difficulté le formulaire détaillé pour lamédiane.

décomposition de la variance

On considére un couple (X, Y) de variables numériques, soit dans une situation de modéle
linéaire (X est aors un ensemble {x} de valeurs « maitrisées» et Y un ensemble {Yi} de
variables al éatoires normal es associées), soit dans une situation derégression linéaire ((X,Y)
est alors un couple dev.a. qui suit uneloi normale a2 dimensions). On peut définir dans|’un
et I’autre casladroite de régression théoriquey = o. + Bx, et ladroite de régression empirique
y=a+ bx

On peut montrer qu’il y aune corréation nulle entrelavariable aléatoire o, + BX et lavariable
aéatoire écart E=Y — (o + BX). Cette propriété permet de décomposer la variance observée
deY en deux termes qui traduisent sadouble origine (on observeraque le coefficient de corré-
lation intervient par son carré, lequel mesure correctement le poids de la corrélation).

Décomposition de la variance (empirique)
Lavariance s deY est lasomme de deux termes :

—lavariance expliquée par larégressionen X : s2, .y = r2sZ,
—lavariancerésiduelle : s¢ = (1-r2)sd.

M



56 défaillance (taux de)

On notera que la variance résiduelle théorique s2 = (1-p2)c% edt trés exactement la
variance que |’ on a appel ée conditionnelle dans le modeél e linéaire comme dans larégression:
variance 62 commune a toutes les v.a. Y; dans le cas d' une variable X contrélée a valeurs x;,
et variance conditionnelle stricto sensu 62 = o2 (Y|X = X) constante (dans I’ hypothese
normale) dans le cas d' un couple (X, Y) de variables aléatoires.

La variance résiduelle est souvent appelée variance des résidus, les résidus étant les écarts
yi—(a+bx;).

Voir droite de régression, corrélation (rapport de).

défaillance (taux de) (failure rate)
On considere un «systéme» S (dispositif industriel, atome radioactif, étre vivant, ...)
pouvant étre affecté par une défaillance (ou panne, ou mort, ...), et on introduit la variable
aléatoireréelle T = « durée de vie de S » = « temps d’ attente de la (premiere) défaillance ».
On définit e taux de défaillance (ou taux de panne, ou taux de mort, ...) A(t) de S commela
« densité conditionnelle » :

At) :Slimosltp(défajllanceentretett+8t|pasdedéfail|ancesur [0,1])
t—
= lim lP(t<T5t+5t\Tst),
8t—>08t

relié alafonction de répartition F(t) = F(T < t) par A(t) = % .
Le casderéférence est celui d’ un systéme « sans vieillissement » dont le taux de défaillance
est constant : si A(t) = A, T est alors une v.a. exponentielle de paramétre A (et donc d’ espé-

rance « durée devie » deSégaIeé%).

Pour modéliser les situations avec vieillissement ou usure, on emploie souvent une v.a. de
Weibull (avec parametre 3 > 1) ou uneloi d Erlang (avec paramétrer > 1).
Voair fiahilité.

dégénérée (loi) (degenerate distribution)
Voir singuliére (loi).

degrés de liberté (degrees of freedom)

Locution qui qualifie le ou I'un des paramétres de certaines lois de probabilité. Lors de
I”exécution d'un test d’ hypothése qui se référe a cette loi, la valeur du paramétre degrés de
liberté est déterminée par les conditions du test et notamment la taille et/ou la structure de
I” échantillon. Méme si cela n’est pas toujours apparent, le nombre de degrés de libertés est
égal au nombre de valeurs recueillies ou de classes examinées, diminué du nombre de
contraintes numériques, explicites ou implicites.

de Moivre-Laplace (théoréme de) (Moivre-Laplace limit theorem)

Dénomination historique du théoréme central limite (voir central limite (théoréeme)) lorsqu’il
est énoncé dans le cas particulier d’ une somme de v.a. de Bernoulli.

dénombrable (enumerable, countably infinite)

Qualifie un ensemble infini « numérotable », comme par exemple I'ensemble N des entiers
naturels ou I’ensemble Z des entiersrelatifs. Il existe des ensemblesinfinis « plus gros » que
les ensembles dénombrables, par exemple I’ ensemble R des nombres réels.
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dénombrement (enumeration, counting)
Terme générique qui désigne une situation ou I’ on compte des « configurations », formées a
partir d' « objets» pris dans un ensemble fini donné et disposés en respectant certaines
contraintes ou certaines structures fixées.

Les dénombrements (arrangements, combinaisons, permutations) jouent un roéle important
en probabilités combinatoires, ol I’ hypothése d' équi probabilité raméene la détermination des
probabilités a des comptes d’ événements élémentaires.

densité [de probabilité] ([probability] density)
Fonction réelle positive continue f associée a toute
variable aléatoire réelle absolument continue X. Elle
fournit par intégration les probabilités d'intervalle: 'y

b
P(a<X<bh) = j f(t)dt.

La densité est la dérivée de la fonction de répar-
tition: f(x) = F(x), et inversement la fonction de /

répartition est sa primitive : F(x) = r f(t)dt. 0] xx+3§ X

La densité possede la signification intuitive suivante: si deux points x et x + & sont « trés
voisins », comme la densité est une fonction continue, sa valeur est « a peu pres constante »
et égale af(x) sur I'intervalle [x, x + J] ; aors la probabilité d'intervalle P(x < X < x + §) =

5
r+ f(t)dt est « apeu pres» égale au produit f(x)d (cela est conforme alasignification stan-

X
dard du concept de densité).
On notera que la contrainte que la probabilité totale soit égale a1 s exprime par I'intégrale de

lafonction densité : rof(x)dx =1

Lanotion de densité se généralise naturellement et sans difficulté aun couple puisaun « n-uple »
de variables aléatoires réelles.

descriptive (statistique)

Partie de la statistique qui étudie le recueil, la présentation et le résumé des données sans
faireintervenir de modéle probabiliste.
Voir statistique.

détermination (coefficient de) (coefficient of determination)

Expression qui désigne parfois, notamment dans un contexte de régression, le carré r2 du
coefficient de corrélation (on rappelle que le poids de la « liaison » affine révél ée par le coef-
ficient de corrélation est précisément mesuré par ce carré).

diagramme en arbre
Voir arbre.

diagramme en barres (en tuyaux d‘orgue, en batons...) (bar chart)
Ces diagrammes sont des représentations graphiques trés « parlantes » visuellement, que
I”on peut utiliser aussi bien en calcul des probabilités qu’en statistique, pour des variables
quantitatives continues comme pour des variables quantitatives discrétes. Diverses variantes
graphiques (et diverses dénominations) sont utilisées.

M



58 diagramme en secteurs

Soit une distribution statistique réelle discréte et finie, i.e. un ensemble fini {x} de nombres
réels, présenté en suite croissante x; < X, < ... < X, avec des fréquences associées {f} .

On appelle diagramme en bétons (ou en barres, ou en tuyaux d’ orgue) de cette distribution
toute représentation graphique imagée qui, pour chaque valeur x;, dessine un trait vertical ou
un rectangle de hauteur proportionnelle ala fréquence f;.

On peut étendre cette définition au cas probabiliste, en remplagant les fréquences par les
probabilités, cela ne souléve aucune difficulté.

On peut étendre cette définition au cas d’ une distribution discréte avec beaucoup de valeurs,
ou d'une distribution continue, et la difficulté est aors celle d’ une définition efficace des
classes, regroupements de valeurs discrétes ou « tranches » continue de valeurs.

Les figures ci-dessous présentent |es variantes graphiques les plus usuelles.

‘_T_U_I_ HHHI‘I M_mﬂ I_@

Un certain nombre de conventions garantissent une représentation graphique fidele de la

distribution considérée. L es deux essentielles sont données ci-dessous.

1. L’ axe des abscisses porte les valeurs de la variable. Lorsgue les valeurs représentées ne
sont pas des valeurs ponctuelles mais des classes, elles doivent étre marquées sur le
graphique par leur milieu. Inversement, lorsqu’ on représente des valeurs ponctuelles par
des barres ou des tuyaux d’ orgue, la valeur représentée doit étre marquée au milieu de la
base du rectangle barre ou tuyau d’ orgue.

2. L' axe des ordonnées porte les valeurs des fréguences ou des effectifs ou des probabilités
(entre les fréquences et les effectifs il N'y a pas de différence visuelle, seule change la
graduation des ordonnées).

On confond parfois les diagrammes en barre et les histogrammes (qui sont toujours dessinés
par rectangles contigus — en tuyaux dorgue). La différence est la suivante : dans un
diagramme (en barres ou en en tuyaux d orgue), les hauteurs des rectangles sont proportion-
nelles aux effectifs (ou aux fréquences ou aux probabilités), tandis que dans un histogramme,
ce sont les aires des rectangles qui sont proportionnelles aux effectifs (ou aux fréquences ou
aux probabilités), et les hauteurs représentent aors I'analogue d'une densité. Cela étant,
lorsque les tranches sont toutes de largeur égale (ce qui est de toute fagon préférable si ¢’ est
possible), les deux types de représentation graphique sont i dentiques.

Signalons enfin la possibilité de représenter des diagrammes cumulés, en utilisant pour
chaque valeur ou chaque classe la fréquence ou I’ effectif cumulé.

diagramme en secteurs (sector chart, pie chart)
(en « camemberts »)

Représentations graphiques de type circulaire pour des variables qualitatives discretes. Les
figures ci-dessous présentent trois variantes graphiques.
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La «logique » de ces représentations est celle des histogrammes : les aires des secteurs
circulaires sont proportionnelles aux effectifs.

diagramme triangulaire (triangular chart)

Représentation graphique d’'un ensemble de données
statistiques portant sur trois variables quantitatives dont
lasomme est constante. La pertinence de lareprésenta-
tion est fondée sur la propriété géométrique suivante :
pour tout point intérieur a un triangle équilatéral, la
somme des distances de ce point aux trois cotés est
constante. (Les utilisations des diagrammes triangu-

laires vont bien au-dela du domaine de la statistique). dy+dy+ds=a ?
dichotomique (dichotomous)

Se dit d'une variable aéatoire ou d'une variable statistique (ou caractére) qualitative qui
prend seulement deux modalités (par exemple réponse oui ou non a une question). Selon le
but poursuivi, unetelle variable seratraitée comme une « vraie » variable qualitative, ou bien
un codage par 1 et O permettra de lui attribuer des indicateurs numériques utilisables dans
une analyse d’ ensemble incluant d’ autres variables.

différences couplées
Voir appariées (séries).
discret (ensemble) (discrete set)

Se dit d’un ensemble de nombres formé par des valeurs isolées (i.e. de nombres dont chacun
est au milieu d’un intervalle qui ne contient que lui comme nombre del’ ensemble). S oppose
acontinu, maisil y a néanmoins des ensembles de type intermédiaire ou hybride.

Tous les ensembles finis sont discrets, maisil y aaussi des ensembles infinis discrets comme
ne N*}.

(discrete random variable)

N (entiers naturels), Z (entiers), ou par exemple E = {1 -1
n

discréte (variable aléatoire)
Voir variable aléatoire (typologie).

disjoints (disjointed sets)
Se dit d’évenements A, B dont I’intersection est vide. Onaadors P(AnB) =P(@) =0. Le
qualificatif logique synonyme est incompatibles.

Etant donné un nombre supérieur a2 d’ événements: A;, A,, ..., A, on prendragarde qu'il existe
deux manieres de généraliser cette propriété : soit en énongant que les événements sont
«globalement » digoints : A; A, N...NA, =@, cequi ne présente en général guere
d'intérét, soit en énoncant que les évenements sont « 2 a2 » digjoints: Vivji#j= AN B,
= @, propriété souvent trés utile.

disjonction logique
\oir réunion.

M



60 dispersion (boite de)

dispersion (boite de)
Voir boite de dispersion.

dissymétrie (coefficient de)
Voir asymétrie (coefficient d').

distribution ([probability, statistical] distribution)
Dans un contexte probabiliste, synonyme de loi de probabilité (d’ une variable aléatoire).

Dans un contexte statistique, désigne généralement un échantillon statistique ou le tableau de
valeurs qui le représente.

données (data)

Terme générique employé le plus souvent en statistique pour désigner les résultats recueillis
lors d’ une expérimentation ou d’ une observation.

données (analyse des)
Voir analyse des données.

données censurées
Voir censurées (données).

Doob (Joseph)
Mathématicien américain (1910). I a étudié les martingales et les processus stochastiques.

droite d’ajustement (fitted line)

Droite d'éguation y = a + bx que I’on détermine pour représenter « au mieux » un nuage
{(x, y;)} de points observés. Dans un contexte de type déterministe avec erreurs de mesure,
un type standard de méthode consiste a définir de fagon générale une « distance » entre une
droite et un nuage de points, et a déterminer ladroite d’ gjustement d’ un nuage donné comme

la droite qui minimise la distance a ce nuage. On prend généralement comme distance la
n

somme des carrés des écarts Z (yj—(a+bx;))?, ce qui donne la droite des moindres
i=1

carrés. Dans un contexte de type intrinsequement aléatoire, oul les (x;, y;) sont des observa

tions d’un couple (X, Y) de v.a., on suppose que I’ espérance conditionnelle E(Y|X = x) est

unefonction affinede x : E(Y [X = X) = a + bx, et on gjuste ladroite en minimisant lavariance

des écarts, ce qui donne la droite de régression. Les deux méthodes ne différent que par la

présentation et fournissent la méme droite.

droite de Henry (Henry line)
Droite d gjustement, dans une échelle « gausso-arithmétique », de la distribution statistique
d'un échantillon d’ une variable aléatoire normale, qui permet de déterminer graphiquement
I’ espérance et |’ écart-type de la loi normale. Cette droite permet en outre de contrdler de
fagon sommaire |” hypothése de normalité.

Soit X une v.a. normale M(, 6), et soit F sa fonction de répartition. Si on désigne par 11 la
fonction de répartition d’ une v.a. normale centrée réduite, et g = IT-1 la fonction réciproque,
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onaF(x) = H()—(—?&) , doug(F(x) = )—(—E_S—E , équation d’ une droite dans un systéme de coor-

données ou I’ on porte en abscisses les valeurs de x, et en ordonnées les valeurs de g(F(x)).
Comme le papier utilisé est « gausso-arithmétique », les ordonnées représentent |’ écart dans
une loi normale centrée réduite, mais |’ axe est gradué de fagon & permettre de reporter les
valeurs de I(X).

Pour appliquer cette méthode a un échantillon statistique, il faut ordonner les valeurs obser-

Vées: X; < % < ... <X, , puis définir lafonction de répartition observée en posant F(x;) = 075 ,

15 0,5

F(x,) = LR F(x,) = n_T . On reporte alors les points (x;, F(x;)) sur le papier gausso-

arithmétique, on trace au mieux la droite d’ ajustement, et on détermine graphiquement les
valeursde L et de c. Lorsque n est « petit », la « correction de continuité » de—0,5 est néces-
saire. Lorsgue n est « grand », cette correction est d’ autant moins utile que |I’on regroupe
généralement les valeurs observées en classes et que I’ on se contente de reporter les points
correspondant aux extrémités des classes.

Signalons que I’on appelle transformation en Probit la transformation y = 5 + g(F(x)) et
Probit lavaleur du résultat : ainsi les probits 3, 4, 5, 6, 7 correspondent aux valeurs L — 20,
L—o, U, L+ o, u+ 20 delaloi normae gustée. Certains papiers gausso-arithmétiques
(papiers « Probit ») portent les Probits sur |’ axe des ordonnées. Enfin, on peut utiliser des
tables de conversion en Probit pour calculer soi-méme les probits et utiliser un papier ordi-
naire pour reporter les points de la droite de Henry.

droite de régression [linéaire] (regression line)

Droite d' équation y = a + bx que I’ on détermine pour rendre compte de la liaison linéaire
(effine) probabiliste ou statistique entre deux variables. Cette notion concerne deux types
différents de situations mais les formules sont i dentiques.

Dans le premier type de situation, on a un ensemble {x} de valeurs « maltrisées» ou
« contrélées » d'une variable x et, pour chague i, une variable aéatoire Y;. On peut poser
Y; = a+bx; + E;, ou chaque E; est une variable al éatoire « écart » ou « fluctuation ». La ques-
tion posée est de rechercher les valeurs des coefficients numériques a et b qui minimisent —
en un sens approprié de ce mot — globalement les écarts E;. Cette situation est souvent quali-
fiée de modéle linéaire.

Dans le second type de situation, on a un couple (X, Y) de variables aléatoires et I’ on peut
poser, de fagcon similaire au premier type de situation, Y = a + bX + E, ou E est une variable
aléatoire globale « écart ». La question posée est de rechercher les valeurs des coefficients
numériques a et b qui minimisent — toujours en un sens approprié du mot — I’ écart E. Cette
situation constitue larégression linéaire stricto sensu.

Pour donner un fondement probabiliste aux formules de la régression linéaire utilisées en
statistique, il faut faire certaines hypothéses. Comme trés souvent, la méthode est
«robuste » et les résultats restent admissibles si la réalité ne s écarte « pas trop » de ces
hypothéses (il existe d’ailleurs des tests qui permettent de contréler la qualité de I’ approxi-
mation réalisée).

Dansle premier type de situation, il faut supposer que les variables aléatoiresY; sont normales,
indépendantes et de méme écart-type. Seule leur espérance mathématique ; = E(Y;) varie, et il
faut enfin supposer que cette variation est une fonction linéaire (stricto sensu affine) de

M



62 droite de régression [linéaire]

X : JadP w; = o+ Px; . Les coefficients numériques o et B sont précisément ceux qui mini-
misent globalement les écarts E;, et il faut les estimer & partir des données recuelillies.

* 22
: : 0\1 °
'y L .
. ‘e
; ° X; ® °

Si on note globalement X I’ensemble {x} des valeurs de la variable controlée, et si on note
globalement Y lafamille des variables aléatoires (,), on peut par convention appeler |’ espé-
rance L, = E(Y;) « espérance conditionnelle » (A X = x;) deY, et lanoter E(Y|X =X ; et on
peut de méme par convention appeler lavariance 67 = 62(Y;) « variance conditionnelle »
(@aX =x) deY, et lanoter 62 (Y|X =x) (dansle cas présent 67 = 62 ne dépend pas de x;).
Dans le second type de situation, il faut supposer que le couple (X, Y) suit une loi normale a
2 dimensions. Quoique ce soit un peu délicat, on peut définir mathématiquement I’ espérance
conditionnelle E(Y|X = x) et lavariance conditionnelle 62 (Y |X = x). En tout état de cause, on
peut percevoir intuitivement ce que sont ces notions. Laloi normale a2 dimensions que suit le
couple (X, Y) posséde une propriété fondamentale : I espérance conditionnelle est une fonc-
tion linéaire (affine) de x : E(Y|X = x) = a + bx, et la variance conditionnelle 62 (Y|X = X) =
62 ne dépend pas de x (propriété appel ée parfois homoscédasticité). Les coefficients numéri-
ques o. et B sont précisément ceux qui minimisent I’ écart E. 11s sont fonctions des parametres
delaloi de (X,Y), et il faut les estimer a partir des données recueillies.

Coefficients de la droite de régression (empirique) y = a + bx

Formules globales des estimations :

_ Covy v_ Cov
a=y XYy b= X. Y
sZ sZ
X X

Traduction pour un échantillon de n couples de valeurs numériques observées
(X, Y1), (%21 Y2), s (X V)
i=n
=, L= Y X=Xy =9)
X= o3 X, §=2y Y b= , a=y-bx
i=1 i=1 Z(Xi_x)Z
i=1

(il existe plusieurs variantes (mineures) de ces formules).
Ladroite de régression passe par le point (X, ¥) et peut aussi s écrire;

iy _X s
Y=Y - X=X guencorey =y + r¥(x—x)
Sy Sx Sx
Cov
(rappel : r = —2%X)
SxSy
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droite des moindres carrés 63

Le cas d'un échantillon de g groupes d’ observations relatifs aux valeurs (« contro-
lées » ou &l éatoires discretes) X, X,, ..., X, de X, avec pour le groupe n’ i, n; valeurs
observéesyy, iy, ..., Yin, delavariableY;, setraite avec lesformules précédentes (on
peut trouver dans des ouvrages spécialisés des formules spécifiques, maisles moyens
de calcul actuels leur ont fait perdre leur intérét).

On notera que, malgré leur forme statistique, ces formules sont exactement celles qui donnent
|es coefficients de ladroite des moindres carrés. On notera aussi (celarendranaturelle lagéné-
ralisation a plusieurs variables explicatives) que a et b sont les solutions du systeme :

an+ bzxi = zyi
aY x+bYxp = Y X

i=n
(tousles signes 2 sont a comprendre comme 2 ), systéme qui résulte (naturellement !) de
i=1
la caractérisation du minimum dans la méthode des moindres carrés.
Le terme de régression est di a Galton et traduit le fait que, si I’on étudie par exemple la
taille des enfants en fonction de lataille moyenne des deux parents, il y a « régression » vers
la taille moyenne de toute la population ; en effet les enfants de parents grands sont eux-
mémes grands, mais un peu moins (en moyenne) que leurs parents, tendance qui résulte
simplement du coefficient r < 1 dans |’ équation standard de la droite de régression.
Voir décomposition de la variance, loi des estimateurs et intervalles de confiance, prédic-
tion, régression a deux variables explicatives.

droite des moindres carrés (least square line)

Etant donné un ensemble {(x;, y;)} de points observés qui se situent « & peu prés» le long
d’une droite, ladroite des moindres carrés est ladroite d’ équation y = a + bx qui minimisela
n
somme des carrés des écarts 2 (yj—(a+bx))2.
i=1

Coefficients de la droite des moindres carrés y = a + bx

» Coordonnées du barycentre des points
i=n i=n
_1 _1
X = ﬁzxi’ Yo = szi'
i=1 i=1
» Pente de la droite des moindres carrés
i=n
Z(Xi_xe)()’i_ys)
b = i=1

i=n

2 (X —Xg)?

i=1

» Ordonnée a l'origine (la droite des moindres carrés passe par le barycentre)
a= yg—bxs.

M



64 Durbin-Watson (test de)

Durbin-Watson (test de) (Durbin-Watson test)
Test d'autocorréation de rang 1 pour contréler I'indépendance des résidus (g), classés par
valeurs croissantes de la variable x; , d’une régression. La variable de test est fabriquée comme

un coefficient de corrélation : d

n n
N (ei—gi_y)? i=2%i%i-
:2-_2 n' i1 :Z_ZM,etvériﬁeosdsA

2 n 2
Zi =18 Zi =1®i
Ce test n"est pertinent que s les valeurs de x; ne sont pas trop irréguliérement espacées. Il est

notamment utilisé en économétrie. On trouvera les détails de son fonctionnement dans les
ouvrages spécialisés.
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écart (deviation)

Dans une distribution probabiliste ou statistique, étant donné un indicateur de tendance
centrale C delavariable, on appelle écart ladifférence x— C entre une valeur prisex et C. Le
plus souvent, I'indicateur est |’ espérance mathématique p (en probabilités) ou la moyenne
observée m (en statistique), et I’ écart est donc x — L ou x —m.

On appelle « écart absolu » lavaleur absolue de I’ écart | x — | ou [x —m|.

écart intercentiles (interpercentile range)

Indicateur de dispersion attaché a une variable aéatoire réelle, utilisé essentiellement en
statistique. C'est I' écart entre le premier centile et le dernier centile ; il englobe donc une
partie médiane de la distribution de 98 % de I’ effectif total.

écart interdéciles (interdecile range)

Indicateur de dispersion attaché a une variable aéatoire réelle, utilisé essentiellement en
statistique. C'est I'écart entre le premier décile et le dernier décile; il englobe donc une
partie médiane de la distribution de 80 % de |’ effectif total.

écart interquartiles (interquartile range)

Indicateur de dispersion attaché a une variable aléatoire réelle. C'est I’ écart entre le quartile
inférieur et le quartile supérieur ; il englobe donc une partie médiane de la distribution de
probabilité 0,5 ou (en statistique) de 50 % de I’ effectif total.

écart réduit (reduced deviation, normal deviation)

Dans une distribution probabiliste, d’ espérance . et d' écart-type G, ou statistique, de moyenne

m et d écart-type s, &ant donnée une valeur X, on définit |’ écart par la différence x—p ou

x—m. L’ écart réduit est alors le quotient t = 2= ou )%n— ; on peut aussi e « lire » dans
c

|’écriture X=pn +tc ou X=m+ts.

écart-type (standard deviation)

Que I’ on soit en probabilités ou en statistique, la dimension « métrologique » de la variance
est le carré de ladimension de la variable, et il faut prendre sa racine carrée pour retrouver
une valeur interprétable concrétement.

L’ écart-type est défini comme laracine carrée de lavariance.
En probabilités, on note 6(X) ou ox (ou G S'il N'y aaucun risque de confusion) I’ écart-type

delavariable aléatoire X : 6(X) = J/Var(X) = Jo2(X).




66 échantillon

En statistique, X étant la variable aléatoire dont on étudie un échantillon, on note le plus
souvent sx ou s (ou s S'il n'y a aucun risque de confusion) I’ écart-type (parfois qualifié
d’ observé ou d’ empirique) : s, = ,/Vary = ,/s2.

échantillon ([random] sample)

Concept commun au calcul des probabilités et a la statistique, désignant, soit une suite (les
mathématiciens disent un « n-uple ») Xj, Xa, ..., Xn de n variables aléatoires indépendantes et
demémeloi, soit une suite Xy, Xy, ..., Xn de n valeurs prises par n variables al éatoires indépen-
dantes et de méme loi (dans |a pratique, on pourra observer le résultat de n expérimentations
simultanées, ou bien observer successivement les n résultats d’ une expérimentation renou-
velée nfoisal identique).

Il peut arriver que I’ exigence d'indépendance soit affaiblie ou abandonnée. On devra aors
préciser explicitement quel’ on considére un échantillon indépendant lorsque cela serale cas.

Etant donnée une « population », le méme mot est souvent enployé pour désigner |e résultat
du «tirage » aléatoire de n «individus» dans cette population, avant I’ observation d’une
variable statistique (ou caractére) défini sur la population.

échantillon représentatif (representative sample)

Echantillon permettant d’ estimer efficacement et sans biais les caractéristiques de la popula-
tion dont il est issu. C'est le cas des échantillonstirés au sort (avec laméme probabilité pour
chague individu de la population), mais c'est également le cas d'échantillons constitués
selon des méthodes qui permettent d’améliorer la précision des estimations sans altérer la
représentativité.

Voir sondage.

échantillonnage (sampling)
Opération de recueil de données pour un échantillon d’individus d’ une popul ation.

Ce mot est I’ exact synonyme de sondage, méme si les habitudes font utiliser préférentielle-
ment I"un ou I’ autre selon les situations.

échantillons appariés
Voir appariés (échantillons).

effectif ([sample] size, class number)
Nombre d’individus d’ une classe ou d' un échantillon.
L’ effectif total d’un échantillon s appelle souvent lataille de |’ échantillon.

élasticité (elasticity)
Terme utilisé en statistique économique pour qualifier le « quotient des variations relatives »

% = )—/% . I'élasticité est constante lorsque la liaison (exacte ou approchée) est du type

y = bxe, I'exposant ¢ est I élasticité (ou le coefficient d élasticité), et ce type de liaison se
traduit par une droite sur un graphique logarithmique: Iny =Inb + cln x).
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épreuve 67

empirique (empirical)
Lorsgue cet adjectif n’est pas employé dans son sens général de lalangue courante (procédé
ou méthode empirique, ...), il est synonyme d’« observé » et qualifie les paramétres des
distributions statistiques (moyenne empirique, variance empirique, ...), par opposition aux
parameétres « théoriques » correspondants des lois de probabilités.

entropie (entropy [of information source])

Dans le cadre de la théorie de I’information, on appelle systeme simple la donnée d'un
espace probabilisé (Q, A, P) et d’une partition finie de cet espace, dont on note généralement
Ai les événements et p; les probabilités correspondantes, ou bien d une variable aéatoire
finie X, dont on note généralement A; les valeurs prises et p; | es probabilités correspondantes.
Ces deux présentations sont bien sir équivalentes, la deuxiéme a I’ avantage de permettre
d’employer le concept d' espérance mathématique.

Soit X = {Ai} un systéme simple. On définit I’ entropie de X comme I’ espérance mathéma-
tique de la quantité d’information apportée par laréalisation d' un événement du systéme :

HOO) =EI00) = Y, PIAIA) == p;logp;.

On utilise généralement le logarithme a base 2, et I’ entropie s' exprime alors en hits.

Cette notion a été introduite en théorie de I'information par Hartley, puis développée par
Shannon. Elle alaméme signification concréte que |’ entropie introduite un siecle auparavant
par Clausius en physique statistique, puis étudiée par Boltzmann : une forte entropie signifie
désordre, manqgue d'information, incertitude...

L’ entropie est généralement notée H par les mathématiciens et S par les physiciens.

Théoréme. Si X est un systémesimple an « états», ona:
H(X) <log, n,
avec égalité si et seulement si les n états sont équiprobables.

L’entropie est maximale si les n états sont équiprobables, i.e. si le systéme est dans I’ incerti-
tude maximale.

Exemple Si une source dinformation, représentée par un systéme simple S, émet
aléatoirement deux symboles (penser par exemple aux pixels Noir et Blanc générés pour une
télécopie) avec probabilitéspet g=1—-p, I'entropie de S(i.e. la quantité moyenne d’ information
apportée par I’ émission d’'un symbole) est :

h(p) =—plogz p— (1 -p) logz (1 - p).

Si par exemplep=0,2¢et 1 —p =0,8, onaH(S) = h(0,2) = 0,722 hit (quantité qui n’est pas
trés inférieure au maximum 1 hit) ; si par exemple p= 0,05t 1 —p = 0,95, on a H(S) =
h(0,05) = 0,286 bit (quantité qui n’est pas tres petite).

épreuve (trial)
Concept probabiliste qui modélise I’ expérimentation ou I’ observation d’ un phénomeéne aléa-
toire.

Formellement, étant donné un espace probabilisable (€, .A), une épreuve est définie comme
le « tirage » d’un événement élémentaire w € Q, qui est le « résultat » de |’ épreuve.



68 épreuves répétées

Exemples Lancer un dé, tirer une carte dans un jeu, tirer une boule dans une urne, prendre
«au hasard » un individu dans une population, prélever un échantillon d’un minerai, croiser
deux individus en génétique, mettre en service un dispositif susceptible de tomber en panne,
ensemencer une parcelle (dont on mesurera par exemple le rendement), tirer une balle dans
une cible, répondre & une question dans un jeu, jouer un match, etc.

épreuves répétées

Locution qui qualifie une succession d’ épreuves indépendantes et identiques. Ces épreuves
étant représentées par des variables aléatoires X;, on écrit souvent que les X; sont «i.i.d. » :
indépendantes et identiquement distribuées.

On note p I’ espérance mathématique commune aux X; réelles et 62 leur variance
commune.
On définit lasomme:
Si= X1+ Xo+ ...+ X,
et lamoyenne :
M. = X+ X, + .+ X,
n n
Onaadlors:
E(Sy) = np EM,) =u
2
Var(S,) = nc? Var(M,,) = gn-
6(S,) =o./n oM,) = <
Jn
équiprobabilité (equipossibility)

Hypothése qui pose que tous |es événements élémentaires d' un espace probabilisable fini ont
la méme probabilité. Cette hypothése permet de ramener la détermination des probabilités a
des calculs de dénombrements.

Soit un espace fini équiprobabilisé dont I’ espace fondamental Q est constitué par N
évenements élémentaires, et soit A un événement constitué par k évenements élémen-
taires, aors:

P(A) = ﬁ

Une formulation imagée ancienne énonce que P(A) est égal au quotient du « nombre de cas
favorables (aA) » par le « nombre (total) de cas possibles ».

On justifie souvent | hypothése d’ équiprobabilité par des raisons de symétrie, géométrique
et/ou mécanique. Plus modestement (plus lucidement ?) Bernoulli avangait le principe de
« raison insuffisante » (que |’ on pourrait traduire plus brutalement par principe d’ égale igno-
rance). Quoi qu’il en soit, on ne démontre pas I’ équiprobabilité, on la pose en hypothese (et
on peut envisager ultérieurement de latester par une étude statistique).

équitable (fair)
Voir pari.
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Erlang (loi d”) 69

erf (error function)

Intégrale numérique que I’ on trouve dans de nombreux « packages » logiciels et qui est liée
alafonction de répartition delaloi normale:

2 X 2
erf(x) = —| edt.
® ﬁcjo
Valeurs particuliéres:
erf(—o)==1 ; ef(0)=0 ; ef(o)=1

X
S F(X) = A/éj e~*/2dt est lafonction derépartition de laloi normale centrée réduite, ona:
2770

Fo9 =3+ erf(%)

erfc (complementary error function)

Intégrale numérique que I’ on trouve dans de nombreux « packages » logiciels et qui est liée
alafonction de répartition de laloi normale:

erfc(x) = 1 —erf(x).

Erlang (loi d’) (Erlang distribution)

Loi d'une variable aléatoire continue, cas particulier de la loi gamma pour les valeurs
entiéres du premier paramétre, et qui est notamment utilisée comme temps d’ attente dans le
processus de Poisson.

Formulaire

Un paramétre entier et un paramétreréel : re N*; L e R} (paramétre d’ échelle de
temps). Valeurs sur les réels positifs.

» Loi de probabilité
densité fonction de répartition

= A —AX r-1 — _ p—AX 4 {Mlk___l
f(x) (r—l)!e (M)-1(x>0) F(x) =1-¢e Z‘l(k—l)! (x>0)

» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = 7{
. ) _ r

—variance: Var(X) = 2w

— écart-type: 6(X) = Tr

» Cas particulier
Pour r =1, laloi d Erlang est laloi exponentielle.




70 espace fondamental

» Utilisations
Enthéorie, laloi d’Erlang de paramétresr et A est laloi delasomme der variables aléatoires
exponentielles de parametre A et indépendantes.

Danslapratique, laloi d’Erlang est principalement utilisée comme loi du temps d’ attente qui
sépare les évenements numéros k et k + r dans un processus poissonnien de taux A, par
exemple une succession de pannes a « taux de défaillance » constant.

Elle est également utilisée comme loi de la durée de vie d' un systéme complexe dont le taux
de défaillance augmente avec le temps : ala différence des lois de Weibull, les lois d’ Erlang
(avec r > 2) permettent de modéliser des situations avec des taux de défaillance croissants
mais néanmoins bornés et tendant vers une limite.

Voir gamma (loi).

espace fondamental (basic space, event space, sample space)
Ensemble de tous les évenements élémentaires susceptibles de se réaliser comme résultats de
I’ expérimentation ou de I’ observation d’ un phénomene aléatoire.

Pratiquement toujours noté Q, il est parfois appel € univers ou univers des possibles.

espace probabilisable (measurable space)

Association d'un espace fondamental Q d’événements « éémentaires » possibles et d'une
famille A de parties (évenements) de Q, dont on pourra ultérieurement définir ou calculer la
probabilité.
Lorsque Q est fini ou dénombrable, on peut prendre pour A I'ensemble P(Q2) de toutes les
parties de Q (et en général on le fait). Mais, dés que Q n’est pas fini ou dénombrable, on se
heurte a des difficultés mathématiques qui imposent de prendre une famille restreinte de
parties.
On définit formellement un espace probabilisable comme un doublet (2, A) constitué par :
— un ensemble non vide Q, appel é espace fondamental,
— unefamille A de parties de Q possédant les propriétés d' une tribu (ou c-algebre).
Les deux casles plus employés en calcul des probabilités sont, si Q est fini ou dénombrable,
A = latribu P(Q) de toutes ses parties et, s Q = R, A = latribu des boréliens de R.

Remarque: on trouvera dans certains manuels de probabilité le terme « espace
mesurable », il est parfaitement synonyme d’ « espace probabilisable ».

Voir dénombrable, tribu.

espace probabilisé (probability space)

Association d'un espace fondamental Q d'événements « éémentaires » possibles, d' une
famille A de parties (événements) de Q, et d’ une « mesure » de probabilité.

Lamesure de probabilité fournit la probabilité de chague événement de A, mais doit vérifier
un certain nombre de propriétés (ou « axiomes ») destinés a assurer, d’ une part la cohérence
interne de I’ assemblage ainsi composé, d’ autre part un fonctionnement permettant de modé-
liser efficacement les situations concrétes al éatoires.

La construction des espaces probabilisés en deux temps : espace probabilisable, puis mesure
de probabilité, donne la possibilité de « munir » un espace probabilisé de plusieurs mesures
de probabilité différentes.
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espérance mathématique 71

On définit formellement un espace probabilisé comme un triplet (2, A, P) constitué
par :
— un ensemble non vide Q, appel € espace fondamental ;
— unefamille A de parties de Q possédant les propriétés d' une tribu (ou c-algebre) ;
— uneapplication P: A — [0, 1] possédant les propriétés d’' une mesure de probabilité.

espérance mathématique (expectation, expected value)

Principal indicateur numérique de tendance centrale attaché a une variable a éatoire réelle.
Sasignification concréte est celle d’ une moyenne des valeurs prises, pondérée par |es proba-
bilités. 1l joue un réle important, associé a la variance ou a |’ écart-type, dans de nombreux
théorémes et de nombreuses formules.

L’ espérance d' une variable aléatoire X se note le plus souvent E(X) ou ux (ou p sil n'y a
aucun risgue de confusion), ou encore X ; si ¢ est une fonction numérique, ¢(X) est une
variable aéatoire (cf. définition des variables aéatoires : une fonction de fonction est une
fonction), et son espérance se note E(o(X)).

Si lav.a réelle X est discréte, caractérisée par I’ensemble (fini ou dénombrable) de
valeurs{x;}, avec les probabilités ponctuellesp; = P(X = x;) , on a:

EX)=3 xP(X=x) =Y xip;

(selonlescas, il s'agirad une somme finie ou d une somme infinie).
Si X est absolument continue, caractérisée par la densité de probabilité f(x), on a:

E(X) = f”xf(x)dx.

Si ¢ est une fonction numérique, on a, selon le cas:
E(e(X)) = zxw(xi)F’(X = Xi) :zx_(P(Xi)pi

ou:

E(p(x) = | ™ O0f(X)dx.

Il faut faire deux remarques. Primo, il n'y a pas de certitude que, si I’ensemble des valeurs
est infini, la somme Zx_xipi converge, ou que I'intégrale J'mxf(x)dx converge avant de

I’avoir effectivement vérifié. |l existe des variables aléatoires qui n'ont pas d espérance
mathématique, par exemple la « v.ade Cauchy ». Secundo, lesformules qui donnent E(p(X))
ne sont pas, malgré leur apparence, évidentes, et il faut les démontrer.

Exemple On considére une situation d'assurance d’'un risque, que I’on modélise de la
fagon simplifiée suivante : I’assuré paye une prime annuelle P, et trois éventualités (dans
I”année et par assuré) sont possibles:

aucun sinistre probabilité p; = 0,95 co(t pour |” assureur 0€

« petit » sinistre probabilité p, = 0,04 colt pour I’assureur 500 €

«gros » sinistre probabilité ps = 0,01 coQt pour |’assureur 5000 €

On demande a partir de quel montant de la prime I’ assureur fait du bénéfice.
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Il faut introduire une variable aléatoire G = gain de I’ assureur, étant entendu que ce « gain »
peut étre positif ou négatif. Lav.a. G prend lavaleur g; = P avec la probabilité ps, la valeur
g2 = P — 500 avec la probabilité p, et lavaleur g3 = P — 5 000 avec la probabilité ps, donc :

E(G) = p109; *+ P29, + P393
=0,95P + 0,04 (P —500) + 0,01 (P —5000) = P — 70.

L assureur doit donc fixer un montant de prime supérieur a 70 € pour avoir une espérance
mathématique de gain positive (le probléme de la stratégie de I'assureur n'est pas
complétement résolu pour autant et il resterait & examiner, pour n clients, les fluctuations du
gain réel par rapport an fois I’ espérance mathématique).

L’ anal ogue statistique de I’ espérance mathémati que est |a moyenne (éventuellement qualifiée
d’ observée ou d’ empirique).

estimateur (estimator)

Dans une situation d’ épreuves répétées (X1, X, ..., Xp), un estimateur est une variable aléa-
toire fonction des X : Y = Yn(X1, Xo, ..., Xp), dont les valeurs observées permettront
d’ obtenir des estimations de paramétres de laloi de probabilité commune aux X;.

Par exemple, s 1 est I'espérance mathématique de la loi des X;, la moyenne M, =
Xi+X,+...+X
n
Il n'y apas de définition formelle des estimateurs, pour lasimple raison qu’il n’est possible, ni
techniquement ni conceptuellement, d’introduire des restrictions pour adapter les estimateurs
aux parameétres considérés... étant donné un parametre 0, n’'importe quelle variable aléatoire
fonction des X; est un estimateur de 6. Par contre, il est possible de préciser mathémati quement

les « qualités » d'un estimateur (ou plus précisément de lafamille (Y (X1, X2, <.y Xp))ns 1)
Voir estimateur convergent, estimateur sans biais, estimateur asymptotiquement sans hiais,
estimateur efficace.

T est un estimateur de 1.

estimateur asymptotiquement sans biais (asymptotically unbiased
estimator)

La variable aéatoire Y, est un estimateur asymptotiquement sans biais du paramétre 6 si

E(Yn) — 6 lorsque n tend vers +eo.

Il est bien entendu préférable qu’ un estimateur soit sans biais mais cela est techniquement

impossible a obtenir simplement dans de nombreuses situations, et |es estimateurs asympto-

tiguement sans biais peuvent étre de trés « bons » estimateurs.

estimateur convergent (consistent estimator)

Lavariable aléatoire Y, est un estimateur convergent du parametre 6 si E(Y ) i> 0 lorsque
n tend vers + (il S'agit de convergence en probabilité mais dans la pratique la plupart des
estimateurs convergent « presque sirement »). Cette propriété est la plus importante qu'il
faille exiger d'un estimateur.

Si un estimateur est convergent, il est asymptotiquement sans biais. Inversement, on peut
démontrer que, si un estimateur est asymptotiquement sans biais et si sa variance tend vers 0
lorsque n tend vers +oo, il est convergent.

estimateur efficace (efficient estimator)
Laprécision d un estimateur est liée asavariance, maisil ne suffit pasd’imposer une variance
minimale pour obtenir le meilleur estimateur, car tous les estimateurs certains (i.e. de valeur
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constante) sont de variance nulle ! |1 faut donc gjouter une condition sur I’ espérance mathéma-
tique.

Lavariable aléatoireY , est un estimateur efficace du paramétre 6 s'il est sansbiaiset s'il est
de variance minimale parmi les estimateurs sans biais.

estimateur sans biais (unbiased estimator)
Lavariable aléatoireY , est un estimateur sans biais du paraméetre 0 si E(Y,,) = 6.

estimation [ponctuelle] (estimation, estimate [value])

Lorsque ce mot ne désigne pas lathéorie générale de |’ estimation, il désigne la valeur numé-
rique prise par une variable aléatoire estimateur sur un échantillon statistique. Par exemple,

Xy + X, + ... +X

lavariable aléatoire « moyenne » M, = D est un estimateur de |’ espérance

Xy + Xy + ...+

—_— . , X N
mathématique, et la moyenne observée mou X = - ! est une estimation de

cette espérance.

Les estimations (ponctuelles) classiques dont la liste suit sont produites par les meilleurs
estimateurs pour une grande classe de lois de probabilités (incluant notamment la loi
normale). Néanmoins, pour certaines lois particuliéres, il peut exister des estimateurs
meilleurs.

Voir loi des estimateurs dans une régression et intervalles de confiance.

» estimation d'une espérance mathématique
Loi d espérance u ; échantillon de n observations individualisées x1, Xp, ..., Xn,
Estimation standard de . par lamoyenne::

i=n
XXttt X, 1
RE T T
i=1

» estimation d'une probabilité
Evénement A de probabilité p ; échantillon : sur n épreuves répétées, A a été observé
na fois. Estimation standard de p par lafréquence :

Na

n
» estimation d'une variance

Loi d’ espérance 1 et de variance 62 ; échantillon de n observations individualisées x;,
X2, ..y Xn, Estimation préalable de p par x (cf. ci-dessus).
Estimation biaisée de 62 par |’ écart quadratique moyen :
(X =X)2H (X =R)2H L+ (X =X)2 1 _
V(n) = 1 2 . n = ﬁZ(XI_X)Z
i=1

(I’ estimateur correspondant a pour espérance mathématique nT_lGZ ).
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Estimation débiaisée de 62 par |’ écart quadratique moyen corrigé :

(X =X)2+ (Xg=X)2 + ...+ (X, = %)% _ 1=n

_ 1 _
Vin-1) = — n—l_zi(xi_x)z
i=

(I’ estimateur correspondant a pour espérance mathématique 62).

» estimation d’'un écart-type

Loi d espérance . et de variance 62.

Estimation de ¢ par laracine carrée de |’ estimation de la variance :
VinyoU /V(n_1, (selonl’utilisation).

» estimation d’'une covariance

Formules analogues aux estimations de la variance. Voir covariance.

» estimation d'un coefficient de corrélation

Loi a deux variables d'espérances x et y (n'interviennent pas directement dans la
formule), de variances sZ et s? , de covariance Covyy.

Estimation de p par le quotient :

;= Covy v

SxSy

estimation par intervalle (interval estimation)

Remplacement, dans une estimation, de la donnée d’une valeur ponctuelle par celle d'un
intervalle entourant cette valeur, dont les extrémités dépendent d’ un seuil de confiancefixéa
priori. Cet intervalle s appelle intervalle de confiance du paramétre. Dans |a présentation de
résultats au public, on parle souvent de fourchette (malheureusement trop souvent sans
préciser ni lataille de I’ échantillon ni le seuil de confiance).

La détermination théorique d'un intervalle de confiance pour un paramétre 6 d'une loi de
probabilité nécessite d’ utiliser un estimateur Y =Y (Xq, X2, ..., X)) de ce paramétre. Si on se
donne le seuil de confiance 1 — o, et si on cherche un intervalle arisque symétrique, on peut
déterminer, pour toute valeur 6 du parametre, I'intervalle « d acceptation » 14(0) = [y1, Y2l
caractérisé par :

POY<y1) = %,P(ynggyz) =1-0,P(Y>y)) = %‘_

On obtient ainsi un encadrement probabiliste de I’ estimation lorsque le parameétre 6 est fixé.
La détermination de d'intervalle de confiance I(y) nécessite d'inverser le procédé, afin
d’ obtenir un encadrement probabiliste du paramétre lorsque I’ estimation'y =Y (X, X2, ..., Xn)
est fixée.

intervalle de confiance (1 — ) d'une espérance mathématique

* Données. Un échantillon (x4, X2, ..., X,) de n valeurs observées d’une variable aléatoire
numérique X d’ espérance mathématique L.
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e Calculs
1i =n
1. On calcule la moyenne x = 52 X; deI’échantillon, puis on calcule la variance non
i=1
i=n
Y (x;—%)? del’ échantillon, et enfin I' écart-type s = Js?.
i=1
2. On détermine un écart réduit de Student t,, alire danslatable de laloi de Student, pour
le nombre de degrés de liberté de ddl = n—1 et le risque c.
3. L'intervalle de confiance est :
lo= [)’(—t

1

biaisée s2 = —
n-1

S

o S
uy ta—} .
- S n n
 Conditions et précautions Jn Jn
— Enthéorie X doit étre une v.a. normale, donc aucune précaution si c'est lecas;

— Lorsgue ce n'est pas le cas, I'intervalle de confiance est robuste et reste utilisable si n
est « assez grand », lacondition n > 30 est traditionnelle (en fait, on peut descendre en-
dessous si laloi de X est continue et/ou symétrique).

intervalle de confiance (1 - o) d'une probabilité

 Données. Un échantillon de n observations, sur lesquelles A a été observé k fois.
e Calculs

1. Oncalculel’estimationde P(A) : p = K

=0
2. On détermine un écart réduit normal u,, alire dans la table de laloi normale réduite,
pour la probabilité o, de dépassement de I’ écart absolu.

3. L’intervalle de confiance est :

e

« Conditions et précautions

Il faut que la distribution ne soit pas « trop » dissymétrique, ce qui se traduit par la double
condition traditionnelle np > 10, n(1 — p) > 10 (que I’ on peut sans grand risque affaiblir en
np =5, n(1—p) = 5).

Dans e cas contraire, on peut recourir, soit a des tables spécifiques, soit a des calculs adaptés
que I’ on trouvera dans les ouvrages spécialisés.

intervalle de confiance (1 — o) d'une variance

e Données. Un échantillon (xi, %o, ..., X,) de n valeurs observées d’'une variable aéatoire
normale X d’ espérance mathématique . et de variance 62.
e Calculs
i=n
1. On calcule la moyenne X = 12 X; de I"échantillon, puis on calcule la variance non
r"i =1
I=n
biaisée s2 = —L-}" (x,~%)2 del’échantillon.

n-1.
i=1
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2. On détermine deux bornes|; et |, alire danslatable delaloi du khi-deux an— 1 degrésde

liberté : 1 est lavaleur du %2 pour laprobabilité 1 — % , €t |2 lavaleur pour laprobabilité % .

3. L’intervalle de confiance est :

« Conditions et précautions

Contrairement au cas d'une espérance ou d'une probahilité, I'intervalle de confiance de la
variance n’est pas robuste : la formule ci-dessus est valable exclusivement dans le cas ou la
loi de !’ échantillon est normale.

En comparant avec les tests d’ hypothéses, on constatera que les intervalles de confiance sont
fabriqués avec les mémes formules que celles qui donne les variables detest : il est entiére-
ment équivalent de rejeter une hypothése Hyp = « 6 = 09 » ou de constater que 6o N’ appartient
pas al’intervalle de confiance construit a partir des valeurs observées de I’ échantillon.

étendue (range)

L’ étendue d'une série statistique est |’ écart entre ses valeurs extrémes. C' est une caractéris-
tique de dispersion médiocre car €elle est trop sensible aux valeurs aberrantes (erronées ou
exceptionnelles).

On emploie aussi le mot étendue pour désigner lalargeur d’ une classe.

évéenement ([random] event, composite event)

Ensemble de résultats possibles de I expérimentation ou de I’ observation d' un phénomeéne
aléataire, i.e. sous-ensemble de I’ ensemble de tous les résultats possibles.

Lorsqu’on a fixé un événement A, I’ épreuve effectuée donnant pour résultat un évenement
élémentaire € Q, ou bien |’ événement A « S'est réalisé », s w € A, ou bien I’ événement A
«nesest pasréaise», s o ¢ A.

Formellement, étant donné |’ espace probabilisable (L2, A) «associé» a une épreuve, un
évenement est une partie A, partie qui doit appartenir al’ensemble A (dont on rappelle qu'il
est égal al’ensemble de toutes les parties de Q dans le cas simple ot Q est fini ou dénom-
brable, mais qu’il est en général plus restreint).

Parmi les événements, on trouve I’ événement vide @ « rien du tout ne s est passé » qui est
donc impossible (et saprobabilité est 0), les « singletons », constitués par un seul événement
élémentaire, et I’ événement plein Q « n’importe quoi s est passé » qui est donc certain (et sa
probabilité est 1).

On peut spécifier un événement par |I'énumération (finie ou infinie) de tous les événements
€élémentaires qui le constituent, mais le plus souvent on le définira par une propriété ou une
caractéristique (cf. exemples ci-dessous).

Exemples «pair » pour un dé lancé et retombé, «tréfle» pour une carte tirée d’un jeu,
« rouge » pour une boule tirée d une urne, « mauvaise réponse » dans un jeu, « gain » dans
un match, etc.

évenement élémentaire (simple event)
Résultat de I’ expérimentation ou de I’ observation d’ un phénomene aléatoire.
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Le vocabulaire n’ est pas entiérement fixé : on parle aussi d’éventualité, parfois d’issue, plus
rarement d’ atome.

Formellement, étant donné I’ espace probabilisable (Q, A) « associé» a une épreuve, un
évenement éémentaire est un éément o de I’ espace fondamental €.

Exemples Le 3 montré par un dé lancé et retombé, le roi de tréfle tiré d’un jeu, une boule
rouge tirée d’une urne, un individu pris «au hasard » dans une population, une plante
produite par un croisement, une désintégration détectée par un compteur Geiger, un impact
de balle danslacible, laréponse C dans un jeu, le gain d un match avec le score 4-2, etc.

expérience aléatoire
Expression parfois employée pour désigner une épreuve.

exponentielle (loi) (exponential distribution)

Loi d’'une variable aéatoire continue « temps d' attente » qui intervient notamment dans le
processus de Poisson et lamodélisation de lafiabilité.

Formulaire

Un paramétreréel, A e R} ; valeurs sur les réels positifs.
» Loi de probabilité

f F
A 1
0 X 0 X
densité fonction de répartition
0 six<0 0 six<0
f(x) = ] F(x) = .
rex six>0 1-e% six>0

» Valeurs caractéristiques
— espérance : E(X) = 7%

1

—variance: Var(X) = ¥

— écart-type: 6(X) = %

» Utilisations

En théorie, laloi exponentielle est laloi du temps d’ attente d’ un processus poissonnien de
taux A : temps d’ attente du premier événement, ou intervalle entre deux événements succes-
sifs (dans certaines situations concreétes, on parle de « durée de vie » plutdt que de temps
d’ attente).
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Dans la pratique, la loi exponentielle est la loi des situations concrétes modélisées par un
processus poissonnien, comme une succession de pannes a « taux de défaillance » constant,
ou la désintégration d’un atome radioactif (dans ce cas le processus est un processus « de
mort » qui S interrompt aprés le premier événement).

Une erreur a ne pas commettre : la somme de deux variables aléatoires exponentielles indé-
pendantes n’ est jamais une variable aléatoire exponentielle. Laloi de la somme de n varia-
bles aléatoires exponentielles indépendantes de méme paramétre A est une loi d’Erlang de
paramétres n et A (C'est le cas notamment du temps d' attente qui sépare les événements
numeérosk et k + n dans un processus poissonnien).

Exemple 1 On considére une variable aléatoire exponentielle X, qui modélise par exemple
un processus de mort ou de désintégration, de « vie moyenne » 1. Quelle est la « période »
(au sens par exemple des physiciens en radioactivité) de X ?

1
x

on en déduit lavaleur du paramétre A, : A = % . Par période, il faut comprendre lavaleur de T

Par vie moyenne, il faut toujours comprendre I’ espérance mathématique. Comme E(X) =

déterminée par F(T) = P(X < T) = % (avec la signification statistique suivante : au bout du

temps T, environ la moitié d’ un grand nombre de particules semblables se sont désintégrées).

Comme F(t) = 1—et onafindement T= n2 _ tin2.

Exemple 2 On considére un ensemble de 4 dispositifs identiques et indépendants,
susceptibles de tomber en panne selon une loi exponentielle de « vie moyenne » égale a 200
jours, donc de parametre A = 0,005 jour-1. Quelle est la probabilité qu’ aucun des dispositifs
ne soit tombé en panne au bout de 90 jours ?

Laprobabilité qu’ un dispositif tombe en panne aprés 90 joursest P(X >t) = 1 —-P(x<t) = eM
pour A = 0,005 et t = 90, soit 045 = 0,6376. La probabilité que les 4 dispositifs tombent en
panne aprés 90 jours est (P(X > 90))* = (e-045)% = ¢-18 = 0,165.
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factorielle (factorial)
Produit des n premiers entiers:
nN=1x2x3x..xn
(prononcer : « factorielle énne »)
Convention importante :
o=1

Signification combinatoire

n! représente le nombre de permutations d’ un ensemble de n objets.

Valeur approchée (formule de Stirling) :

— équivalent : n! ~n"e—"./21n

— approximation adeux termes: n! =nnhe™" 2nn(1 + Eln)
factoriels (moments)
Voir moments factoriels.
fiabilité (reliability)

De fagon générale, la théorie de la fiabilité étudie les défaillances (ou pannes) qui peuvent

affecter un systeme (ou dispositif) destiné a fonctionner. Le mot défaillance (ou panne) ne

signifie pas arrét complet du fonctionnement mais cessation du « bon » fonctionnement (i.e.

du fonctionnement conforme au cahier des charges).

Une partie de la théorie de la fiabilité est consacrée a la modélisation probabiliste des

défaillances, permettant notamment d’ étudier les problémes de slreté (probabilités ponc-

tuelles) et de qualité/rentabilité (espérances mathématiques).

Le concept précis de fiabilité se définit comme I aptitude du dispositif étudié a accomplir la
fonction requise dans des conditions données et de fagon ininterrompue durant une période

de temps donnée (selon les spécifications du « cahier des charges »).

Enfin, et de fagon « technique », la fiabilité désigne la fonction, généralement notée R(t),
égale ala probabilité qu’' un systéme S (considéré comme mis en service ou observé en bon
fonctionnement au temps 0), ait fonctionné sans défaillance jusqu’ au tempst. Cette fonction
est directement liée aux ééments les plus fondamentaux du modéle probabiliste de la fiabi-

lité.

Si onintroduit lavariable aléatoireréelle T = « durée de vie de S » = « temps d’ attente de la

(premiére) défaillance », de fonction de répartition F(t) = F(T < t), et de densité de probabi-

lité f(t), on aF(t) = 1— R(t) et f(t) = —R' (t).
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On peut ensuite définir le taux de défaillance A(t) de S comme la « densité conditionnelle » :

A(Y) 3Iim0 lt P(défaillance entre t et t + dt| pas de défaillance sur [0, t])
t—

lim LPt<T<t+stT<t)
3t—0 Ot

d ot I on déduit larelation A(t) = — %(%2 .

Fisher (Ronald)

Biologiste et mathématicien britannique (1890-1962). Développa les techniques d’ estima-
tion par laméthode du maximum de vraisemblance, et introduisit laméthode d’ analyse de la
variance.

Fisher (test de) (Fisher test)

Nom donné selon les auteurs a plusieurs tests paramétriques :

1. Letest « d'analyse de variance » d’'une régression Y = o + Bx + E, qui compare a zéro la

pente B de ladroite de régression ; ce test est décrit ci-dessous.

2. Une version « exacte » du test du khi—deux a 4 cases ou |’on introduit les probabilités

(@a+b)i(c+di(a+c)(b+d) (valeurs a, b, c,d dansles4 cases,n=a+
alblcld!n!

b +c+d). Si les effectifs sont trés faibles, il n’existe qu’ un petit nombre de configurations

sous la condition que les sommes des lignes et des colonnes soient constantes, configurations

dont on calcule explicitement les probabilités (il semble que dans le monde anglophone,

Fisher Test désigne |e plus souvent ce test).

3. Letest de Fisher—Snedecor du rapport des variances (voir Fisher-Snhedecor (test de)).

multinomiales

test de Fisher d’'analyse de la variance d’une régression linéaire

« Données. Un échantillon de n couples de valeurs observées (Xq, Y1), (X2, ¥2), «--(%n, Yn)) d'un
couple (X, Y) de variables a éatoires numériques, modélisé par unerégressionY = o, + x + E.

* Hypothese testée. Hp =« 3 =0 » contreH; =« # 0 »
* Déroulement technique du test

1. On calcule avec les formules usuelles les moyennnes observées x et y, puis les estima-
tions a et b des coefficients de la droite de régression.

i=n i=n
2. On calcule lessommesde carrés: Q; = Z((a+bxi)—y)2 eQ,= Z((a+bxi)—yi)2.
i=1 i=1
3. On calculelavaleur observée de lavariable de test :
- Q

Fl, n-2
%)

Lesvaleursderéférence delavariable detest sont alire danslestablesdelaloi de Fisher-
Snedecaor, €lles dépendent des deux degrés deliberté 1 et n— 2, et du risque o.
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« Conditions et précautions
— En théorie (X, Y) doit suivre une loi normale a 2 dimensions, donc aucune précaution
s on présume quec'est lecas;
— Lorsguecen’est paslecas, letest est robuste et reste applicable si n est « assez grand »,
lacondition n > 30 est traditionnelle

Cetest est parfois dénommeé test de la significativité d’ une régression, expression cal quée sur
celle detest de significativité d' un coefficient de corrélation. Defait, il S'agit de deux présen-
tations différentes du méme test. La valeur de la variable de test de Fisher est exactement le

2
carré 1r—2(n—2)de la variable de test pour le coefficient de corrélation, et la loi «du
-r
F1 n_2» est exactement laloi du carré « du S,_2 ».

Fisher (z-transformation de) (Fisher z-transformation)
Voir significativité d’ un coefficient de corrélation (test de).

Fisher-Snedecor (loi du F de) (Fisher z distribution)

Loi d'une variable aléatoire continue utilisée pour le contrdle des tests de comparaison de
deux variances ainsi que dans le test d’' « analyse de la variance » qui permet de comparer
plusieurs espérances mathématiques.

Formulaire

Deux parametres entiersm, n > 1 qui représentent des « degrés de liberté » ; valeurs
sur les réels positifs.

» Loi de probabilité

m=1

ms=2 cas général m >3

0 X
densité fonction de répartition

f(x) = M(mx)g_l(l + mx)_m;n
)"

» Valeurs caractéristiques

F(x) = j:f(t)dt (x>0)

— espérance: E(X) = n—nE (sn=3)

— variance: Var(X) = (n EZ)ZZ(HT(:EZ)Z) (sin=5)

— écart-type : 6(X) = niz ,2(;](:24_,)2) (sin>5)

Techniquement, la loi du F de Fisher-Snedecor est une loi béta de type Il (avec
homothétie de lavariable).




82 Fisher-Snedecor (test de)

» Utilisations
En théorie, laloi de Fisher -Snedecor est laloi du quotient normalisé de deux v.a. khi-deux a

)

m et n degrés de liberté : F(m, n) = —. Cette loi vérifie dans un certain nombre de cas
X
n

particuliers des relations intéressantes : si X suit une loi béta de type | de paramétresr et s,

alors E% est un F(2r, 2s) ; siY suit une loi béta de type |l de paramétresr et s, alors STY

est un F(2r, 2s).

Dans la pratique, cette loi est utilisée dans de trés nombreux tests d’ hypothéses, notamment
dans le test de comparaison de deux variances (de fagon directe, en effectuant le quotient des
deux estimations débiaisées), et dans le test dit d’ « analyse de la variance », qui permet de
comparer globalement plusieurs espérances mathématiques entre elles (de fagon indirecte, en
décomposant la variance totale de I'ensemble des observations en deux variances
« partielles » puis en testant leur quotient).

On trouvera dans les ouvrages spécialisés les tables étendues du F de Fisher-Snedecor qui
nécessitent plusieurs pages imprimées serrées. En effet, d une part elles doivent prendre en
compte trois parameétres, la probabilité niveau du test et les deux degrés de liberté, d' autre
part les plages de valeurs relatives aux deux degrés de liberté sont trés étendues et il n'y apas
deloi limite.

Fisher-Snedecor (test de) (Fisher-Snedecor test)

Synonymes : test F (F test), test du rapport des variances (variance ratio test).

Test paramétrique qui compare les variances observées de deux échantillons statistiques (ce
test détient le record des appellations différentes : il est aussi appelé test de Shedecor-Fisher
ou test de Fisher !).

test bilatéral de comparaison de deux variances 0)2( et 0\2(
* Données
Deux séries:
— un échantillon (X1, X2, ..., Xny) de Ny valeurs observées d’ une variable aléatoire numeé-
rique X d espérance mathématique ux et de variance G;’-( ;
— un échantillon (yl, Yo s Yny) de ny valeurs observées d’ une variable aléatoire numeé-
riqueY d espérance mathématique wy et de variance 6$ .
* Hypothese testée. Ho = « 6% = 62 »contreH; = « 6% # 62 ».
« Déroulement technique du test
1. On calcule les moyennes observées my et my des deux échantillons.
2. On calcule les variances non biaisées s3 et s2 des deux échantillons.

3. On permute éventuellement les notations X et Y pour que sz soit la plus grande des
deux variances observées, et on calcule lavaleur observée de lavariable de test :

2)
nx - 1

(555)
ny -1

ny-1n,-1 -
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Les valeurs de référence de la variable de test sont alire dans les tables de laloi de Fisher-
Snedecor, elles dépendent des deux degrés de liberté ny —1 et ny — 1, et du risque o.. Comme
les tables de la loi de Fisher-Snedecor sont construites pour leur utilisation directe dans le
test d analyse de lavariance, elles donnent une probabilité unilatérale de dépassement ; dans
le cas présent, I’ artifice du quotient de la plus grande variance observée par la plus petite doit

fairelire lavaleur critique de lavariable de test pour la probabilité de dépassement % .

« Conditions et précautions

En théorie X et Y doivent étre des v.a. hormales; lorsgue ce n'est pas le cas, le test est
robuste et reste applicable si |es effectifs ny et ny sont « assez grands ».

fluctuation d’échantilonnage (sampling fluctuation)

Cette expression, employée surtout dans |e contexte des tests d’ hypothése, désigne une varia-
tion autour de la valeur moyenne (ou « théorique »), lorsque son amplitude est suffisamment
limitée pour qu'il soit probable qu’elle provienne de la dispersion inhérente a tout échan-
tillonnage (et non pas d’'un décalage de la valeur moyenne). Affirmer qu’un écart est une
fluctuation d’ échantillonnage est bien entendu un pari, qui peut étre assorti d’ une probabilité
d’erreur, d’ autant plus élevée que I’ écart est grand.

fonction

Voir caractéristique (fonction), génératrice (fonction), génératrice des moments (fonction),
répartition (fonction de).

fondamental (espace)
Voir espace fondamental.

formule

Voit Bayes (formule de), Poincaré (formule de), sommation (formules de), totales (formule
des probabilités).

formule de Huygens-Konig

» Dans le cas de la variance

En probabilités
Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — (E(X))*.
En statistique (formule pour n observations individualisées X, Xs, ..., Xp)
1i =n 1i =n 1i =n )2
Xt [HZX?)‘[HEX‘J

i=1 i=1 i=1

Lasignification de cette formule est la suivante. Souslaforme E(X?) = (E(X))2 + Var(X), elle
est I’analogue du théoréme de Ko6nig pour I’inertie en mécanique : E(X?) est la somme de
deux termes, primo (E(X))2 qui dépend de la distance entre |’ origine et la valeur centrale de
la distribution, et secundo Var(X) qui exprime la dispersion intrinseque de la distribution
(laquelle ne dépend pas de I’ emplacement de I’ origine).



84 formule du binéme

L’ utilisation de cette formule sous la forme Var(X) = E(X2) — (E(X))? (ou son équivalent
statistique) est une utilisation Iégitime si I” on effectue des cal culs numériques exacts (ou tout
au moins avec une approximation suffisante). C’est en revanche une utilisation tres dange-
reuse si I’ on effectue des cal culs numériques avec une approximation inadaptée. Elle ne doit
donc étre utilisée qu’ avec prudence, sans compter (!) que les calculettes lui ont fait perdre
beaucoup de son intérét pratique.

» Dans le cas de la covariance

Formule en probabilités:

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).
Formule en statistique (pour n couples d’ observations individualisées (X;, Y1), (X2, ¥2),
ees O V) -

Cov = %iin(xi—xxyi—y) = [%2xy)—[i2x)[i2y]

i=1 i=1 i=1 i=1

C'est I’extension de la formule de méme nom pour la variance. Elle appelle le méme
commentaire.

formule du binébme
Voir bindmiaux (coefficients).

fourchette

Nom souvent donné al’intervalle de confiance dans la présentation de résultats au public. I
est malheureusement trop fréquent que I’ on omette de préciser lataille de I’ échantillon et le
seuil de confiance.

Voir estimation par intervalle.

fréquence (frequency)

On se donne une épeuve et un évenement A (éventuellement défini par une valeur d’'une
variable aléatoire ou d'un caractere). Si I'on répete n fois |’ épreuve, et si I'évenement A se

réalise k fois, on définit lafréquence de A comme le quotient E .

A la base du calcul des probabilités, le concept de probabilité modélise la notion de
fréguence. Ensuite, la « maniére » dont la fréguence (expérimentale) converge vers la proba-
bilité (théorique) lorsgue le nombre de répétitions de I’ épreuve tend vers I’infini fait I objet
d'un théoreme essentiel du calcul des probabilités, la loi des grands nombres, qui sert de
« pont » vers |a statistique mathématique.

Dans un contexte statistique, on emploie indifféremment fréguence ou fréquence observée
ou fréquence empirique.
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Galilée

Mécanicien, physicien et astronomeitalien (1564-1642). |1 abordales questions d’ erreurs de
mesure d’ un point de vue qui préfigure le calcul des probabilités. Initiateur de la mathémati-
sation de la physique, il fit des travaux importants en mécanique. Auteur des premiéres
observations astronomiques avec une lunette, il révolutionnala conception du cosmos.

Galton (Francis)

Généticien et voyageur britannique (1822-1911). || développa et utilisa les méthodes statis-
tiques en anthropologie et définit la régression. Inventeur en outre du sac de couchage et du
terme anticyclone.

Galton-Watson (processus de) (Galton-Watson process)
Modéle probabiliste de I’ évolution d’'une population dont les individus se reproduisent par
générations distinctes, chaque individu se reproduisant indépendamment des autres, et son
nombre de descendants suivant une loi qui ne dépend ni de I’individu ni de la génération.
Un tel modéle est un cas particulier de chaine de Markov (homogene), elle-méme cas parti-
culier d' un processus stochastique. 11 est complétement caractérisé par I’ ensemble des proba-
bilités{p} qu’ unindividu delapopulation alagénération n ait k descendants ala génération
n + 1. Historiquement introduit pour I’ étude de I’ extinction des noms de famille (on parle
parfois de processus généal ogique ou encore de processus en cascade), ce modéle s applique
notamment a des populations de génes, de bactéries, ...

On peut démontrer que presque slirement 1 un processus de branchement « s éteint » ou
« explose », sans possibilité d’ oscillations infinies ni de convergence vers unelimite. Si X est
lav.a. nombre de descendants d’ un individu et si G(s) = E(eX) est lafonction génératrice de
X, on peut démontrer le résultat suivant : si G'(1) = E(X) < 1, la probabilité d extinction est
égdeal, s G'(1) > 1, laprobabilité d extinction est égale ala plus petite racine positive de
I’équation G(s) = s.

Synonyme de processus de branchement.

gamma (fonction) (gamma function)
Fonction définie par une intégrale et qui fournit notamment la valeur des moments (espé-
rance mathématique, variance, ...) de plusieurslois de probabilité. Elle posséde également un
intérét puissant dans d’ autres domaines des mathématiques.

» Définition
(o) = rt“—le—fdt (o> 0).
0

Pour tout o, réel positif, on alarécurrence o T'(or) = T'(o + 1).
Pour tout entier n positif, ona IT'(n) =(n—1) !
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» Quelques valeurs numériques

T(0) = +~ r(%) = Jr = 1773
r(1)=1=0! r(g) = %t = 0,886
r@)=1=1! r(g) - -3-4@ = 1,329
r(3)=2=2! r@ = 158ﬁ‘ = 3,323
I4)=6=3! etc

» Utilisation en vue des moments des lois de probabilité

rtke—tdt = I'(k+1) = Kk
0

K+l
ZJ tke-*/2dt = 2 2 F(I%l) (attention aux bornes d’intégration)
0

gamma (loi) (gamma distribution)
Loi d’une variable aéatoire continue qui possede de nombreuses applications.

Formulaire

Deux paramétres réels: r e R} (paramétre «de forme»); A e R} (paramétre
d échelle). Valeurs sur les réels positifs.

» Loi de probabilité

f
r=0,5
r=1
r=2
r=3
0 X
densité fonction de répartition
A
f = ——eM(x)r-1 0 F = | f(t)dt >0
(0 = Fme M0 (x>0 (0 = [[fdt (¢20)

» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = }—i

— variance: Var(X) = ;{’2

— écart-type: o(X) = %r
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» Cas particulier important

Lorsquer est entier, laloi gamma (souvent appelée alors loi d’Erlang), est laloi de
lasomme der variables aléatoires exponentielles de paramétre A et indépendantes.
(pour r = 1, laloi gammaest laloi exponentielle elle-méme)

» Loi gamma et loi du khi-deux

La loi gamma de parametres % et % est laloi du carré d'une v.a. normale centrée

réduite V{0, 1), et defagon générale, si X suit uneloi gammade parametresr et 1, 2X
suit une loi du khi—deux de paramétre 2r.

» Utilisation

Outre ses applications pour r entier (cf. loi d' Erlang) —laloi gamma est assez souvent utilisée
en théorie de la fiabilité, avec le paramétre r supérieur a 1, pour modéliser la durée de vie
d un dispositif qui « vieillit », donc avec un «taux de défaillance » non pas constant (cas
r=1:loi exponentielle) mais qui augmente au cours du temps.

Théoréme d’addition. La somme de deux variables aléatoires gamma indépen-
dantes T'(ry, A) et T'(r,, A) est une variable aléatoire normale gamma T'(ry + ry, L)
(dans le cas ou ry €t r, sont entiers, ce théoréeme est bien entendu cohérent avec
I"interprétation de laloi gamma alias loi d’ Erlang comme somme de v.a. exponen-
tielles).

Gauss (Carl-Friedrich)

Mathématicien, physicien et astronome allemand (1777-1855). |1 introduisit la méthode des
moindres carrés dans la théorie des erreurs d’ observation et fit des travaux importants en
théorie des nombres, en algébre, en géométrie, en optique et en théorie du magnétisme.

Gauss (loi de)
Voir normale (loi).

gausso-arithmétique (papier)
Papier gradué avec une échelle « gaussienne » en abscisse et une échelle arithmétique en
ordonnée, qui permet de tracer une droite de Henry.

génératrice (fonction) (generating function)
Série de puissances que I’ on peut associer aux variables aléatoires avaleurs entieres positives
et qui est en relation directe avec les moments factoriels.

Soit X une variable aléatoire a valeurs entiéres positives. On appelle fonction génératrice de
X lafonction Gy delavariable réelle s définie par :

oo

Gx() =E(®)= ¥ st PX=K)

k=0
Si lav.a. X admet des moments factoriels de tous les ordres, lafonction Gy est développable
en sérieentiéreau voisinagede 1 etI'on a:

Gx(L+U) = 1+ E(X) £ +E(X(X - 1) ‘2’—? b EX(X=1)... (X —k+ 1) E—.k .
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ce qui signifie en particulier que, pour tout k> 1, on a E(X(X —1)... (X —k + 1)) = G{ (1)
(relation vraie méme si tous les moments factoriels n' existent pas dés lors que celui d’ ordre
k existe et |a dérivée de méme).

Comportement par addition de v.a. indépendantes :
Gx + v(5) = Gx(s) Gy(9)

génératrice des moments (fonction) (moment generating function)

Fonction réelle de variable réelle que I'on peut associer a certaines variables aléatoires
réelles et qui est en relation directe avec les moments.

Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction génératrice des moments de X la
fonction gy de lavariable réelle u définie par

gx(u) = E(ewX)
sur | ensemble des valeurs de u pour lesguelles cette espérance mathématique existe.
— Expression dansle cas discret : X prend les valeurs xi avec les probabilités py :

ox(t) = zkpkeuxk
— Expression dans | e cas absolument continu : X possede ladensité f(x) :
ax(t) = r euxf(x)dx

Lorsque la v.a. est bornée, la fonction génératrice des moments existe et est continue pour
tout u.

Si lav.a. X admet des moments de tous les ordres, la fonction gx est développable en série
entiere au voisinagede O et 'on a:

W=1+E00 & +E0) L+ .+ B0 L+

ce qui signifie en particulier que, pour tout k > 1, on aE(XK) = G{(0).

Comportement par transformation affine :
Gax + 1) = € gy (at).
Comportement par addition de v.a. indépendantes :
Ox +v(t) = gx (V) 9v ().

Malgré larelation directe de la fonction génératrice avec les moments, les mathématiciens
préférent travailler avec la fonction caractéristique E(etX), qui peut étre définie pour toute
variable aléatoire X, bijectivement, et qui existe pour toute valeur det.

géométrique (loi) (geometric distribution)

Loi d'une variable a éatoire discréete « temps d’ attente » du premier succes dans des épreuves
répétées.

Formulaire

Un parametre réel p (0 < p < 1) qui représente une probabilité
(notation standard : q=1—p).
Soit T lavariable géométrique de parameétre p ; valeurs prises: 1, 2, 3, ...
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» Loi de probabilité
P(T = K) = pgk-1 (une probabilité commode dans les applications est P(T > k) = ¢¥)
PA

0 1T 2 3 .. t
probabilités

» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(T) = %
— variance: Var(T) = Bqé

— écart-type: o(T) = %’

» Utilisation

Laloi géométrique est le temps d' attente (alias le rang) du premier succes dans des épreuves
répétées, ou dans des tirages « AVEC remise ».

Attention ! le premier temps possible est T = 1. Dans certaines applications, le premier
temps possible est T"=0: onadors P(T” = k) = pgk et E(T") = g(la variance et
I écart-type restent les mémes).
p représente une probabilité conditionnelle de succes :
p=P(T=k|T=k)
On parle parfois de processus « poissonnien discret » et on qualifie parfoislaloi géométrique
deloi « exponentielle discrete ».
Exemple 1 Si I'on joue a Pileou Face (p=q= %) et si I’on décide de s arréter apres le
premier Pile obtenu, I’ espérance du temps d’ attente est égale a 2.

Exemple 2 Si on lance 3 dés et que |I’on recommence jusgu’ a ce que I’on obtienne 3 As
1 211 211

100
(p= 516" g= 16" la probabilité d’insucces a la 100-ieéme fois est P(T > 100) = (m)

= 0,99537100 = 0,629, la probabilité d'insuccés a la 1 000-iéme fois est P(T > 1 000) =

100
(%) = 0,995371000 ~ 0,0097 .

Voir Pascal (loi de).



20 géométrique (généralisation de la loi) : loi « sans nom »

géométrique (généralisation de la loi) : loi « sans nom »

Loi d'une variable aléatoire discréte « temps d’ attente » du premier succes dans des tirages
« SANS remise ».

Formulaire

Deux parametres entiers N, K<N
Les notations standard introduisent p = E (0<p<l) etg=1-p.

Soit T lavariable aléatoire « sans nom » ; valeurs prises: 1, 2, ..., N—K + 1.

» Loi de probabilité

N—-K
PT=k="5" k(ﬁ)l
k
» Valeurs caractéristiques
LR
— espérance: E(T) = E:i = F_)‘l+l
K

2
— variance: Var(T) = (KT 1) (NK++1)2pq

p N +
— écart-type: o(T) = ki1 ,(NK Jrlépq

Gini (indice de concentration de)
Voir concentration (indice de — de Gini).

Gosset (William)

Brasseur et mathématicien britannique (1876-1937). Il étudia, sous le pseudonyme de
« Student », les techniques statistiques.

grands nombres (loi des)

Historiquement, la « loi des grands nombres » désigne le constat fait par les premiers proba-
bilistes (Pascal, Fermat, Huygens) de la convergence de lafréquence d’ un événement vers sa
probabilité lorsque le nombre d'épreuves (indépendantes) augmente indéfiniment. Cette
convergence était alors per¢ue comme une loi de la nature —d'ou le mot loi — et ce n’est que
plus tard, lorsqu’on a commenceé a concevoir le calcul des probabilités comme un modéle
mathématique des phénomeénes aléatoires, que I'on a pris conscience qu'il s agissait en
réalité d'un vrai théoreme de mathématiques, parfaitement démontrable (Bernoulli, De
Moivre). L’ usage a conserveé I’ ancienne appellation.
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grands nombres (loi faible) (weak law of large numbers)

Théoréme. On considére une suite (Xp) de variables aléatoires (réelles) indépen-
dantes et identiquement distribuées, d’espérance mathématique . On définit les
moyennes :

M, = X1+X2:... +X,

Alors, pour toute >0, 0na:
P(|Xp—u/>€)—0

N — oo

C'est trés exactement la définition de la convergence en probabilité de la suite (X,) vers (la
v.acertaine) u lorsque n tend vers|’infini.

La premiére démonstration a été donnée par Bernoulli dans le cas particulier ot les X, sont
desv.a. de Bernoulli (que lui-méme n’appelait pas ainsi !), et la somme une v.a. binomiae :
si lav.a deBernoulli est I'indicatrice d’un événement, il s agit alors de la convergence de la
fréquence vers la probabilité de I’ événement. Plusieurs versions de la loi faible des grands
nombres avec des conditions affaiblies ont été démontrées au X X¢ siecle (par exemple en ne
supposant pas les X, indépendantes mais seulement leurs covariances 2 a2 nulles, ou bien en
abandonnant I exigence de loi identique).

grands nombres (loi forte) (strong law of large numbers)

Théoreéme. On considére une suite (X,,) de variables aléatoires (réelles) indépendantes
et identiquement distribuées, d’ espérance mathématique .. On définit les moyennes :

X H Xyt X,
n

Mn

Alorslaprobabilité de |’ événement X, — 1 est égalea 1.

n— oo

C'est tres exactement la définition de la convergence presque sire de la suite (Xp) vers (lav.a
certaine) u lorsque n tend vers I'infini. Ce résultat est tres technique et est essentiellement
utilisé par les mathématiciens professionnels.

Comme pour la loi faible, plusieurs versions de la loi forte des grands nombres avec des
conditions affaiblies ont été démontrées au XX¢ siecle.

grec (alphabet)

alpha o A iota 1 I rhé p P
béta B B kappa k K sigma c,¢ X
gamma vy r lambda A A tau T T
delta ) A mu VR | upsilon v oY
epsilon ¢ E nu v N phi o @
dzéta 4 Z Xi g = khi r X
éta n H omicron o O psi v Y
théta 0 (C) pi T I oméga o Q
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Gumbel (loi de) (Gumbel distribution)
Loi d' une variable aléatoire continue utilisée pour la distribution des valeurs extrémes.

Formulaire

Version standardisée X sans paramétre, avaleurs sur R.

» Loi de probabilité

f F
] —
1/e /
4-/
0 X 0 X
densité fonction de répartition
f(x) = e* exp(-e™) = exp(-x - %) F(x) = exp(-e™)

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) = y=0,5772... (« constante d' Euler »)
— variance : Var(X) = =

, n2
— écart-type: 6(X) = 3

» Utilisation

En théorie, laloi de Gumbel est laloi limite, lorsque n tend vers I'infini, du maximum de n
v.a. identiques et indépendantes, dans le cas ou la queue de distribution est de type exponen-
tiel.

Soit X unev.a. et F(x) = P(X < x) safonction de répartition. On dit que « la queue de distri-
bution est de type exponentiel » si, lorsque x tend vers I’infini, 1 — F(x) tend vers 0 au moins
auss vite qu’une fonction exponentielle e*x (¢’ est le cas notamment de laloi normale et l1a
loi exponentielle).

Laloi de Gumbel utilisée comme approximation de la loi du maximum doit bien sir étre

a—x

dénormalisée en introduisant des parameétres de position et d échelle : F(x) = exp(—e b ) ,

f(x) = F'(x). Sous cette forme générale, laloi de Gumbel est parfois appelée loi de Fisher-
Tippett ou loi log-Weibull par les Anglo-Saxons.

Cas particulier : s les v.a. identiques et indépendantes sont des v.a. normales centrées, leur
maximum suit approximativement, pour n grand, une loi de Gumbel de paramétres
1

a=.2Inn etb= .
J2Inn
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Dans la pratique, laloi de Gumbel est notamment utilisée en hydrologie et en climatologie
pour qualifier les valeurs extrémes.
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Exemple On considere la variable X = moyenne sur le mois d' ao(t des températures
journalieres maximales, dans une ville donnée. On suppose que X suit approximativement
une loi normale d’ espérance L et d’ écart-type ¢ (valeurs typiques dans une région tempérée :
u=26°C,c=2"°C). Quelle est lavaeur que le maximum de X sur 50 années consécutives
risque de dépasser avec une probabilité 0,5 ? Il est sous-entendu que les valeurs de X sur les
années qui se succedent sont indépendantes.

a=x
Si on raisonnait sur une variable normale réduite, il faudrait résoudre F(x) = exp(—e b ) =05

avec a= ./2In50 =2,80 et b= 1 0,358. La solution est x = 2,93. Laréponse ala
+/2In50

question posée est donc p + 2,93 o (soit 31,9 °C avec les valeurs typiques données).



Hardy-Weinberg (loi de)

Théoréme qui exprime les proportions des génotypes dans le modéle probabiliste de trans-
mission aléatoire des genes.

On exprime usuellement laloi de Hardy-Weinberg en ne considérant que deux alléles, notés
par exemple A et a (la généralisation ne souléve pas de difficulté conceptuelle). Les géno-
types sont donc AA, Aa et aa. On représente les distributions de probabilité par des expres-

sions symboliques:
— ladistribution génotypique est représentée par UAA + 2vAa + waa, ou :

u est la fréquence du génotype AA
2v est la fréquence du génotype Aa
w est la fréquence du génotype aa

(onabiensiru+2v+w=1).
— ladistribution génique est représentée par pA + ga, ou :

t

(onabiensirp+q=1).

Ces expressions symboliques seront indicées par n pour représenter les distributions de la
n-iéme génération.

La validité de la loi de Hardy-Weinberg dépend de nombreuses conditions: absence de
migrations, absence de mutations, existence de générations distinctes et sans croisements
entre elles (¢’ est une condition qui peut paraitre contraignante, mais on peut montrer qu’'elle
s évanouit dés que la population est en « équilibre génotypique »), absence de sélection,
panmixie, et enfin « grand » effectif de la population, qui permet d’ assimiler probabilités
individuelles théoriques et fréguences réelles.

u+v est la fréquence de I’alléle A
v+w est la fréquence de I’alléle a

Théoréme (loi de Hardy-Weinberg). Sous les conditions exprimées ci-dessus,
— d'une part la distribution génique est constante :
pour tout n: p,A +g,a=pgA + 0y 3,
— d'autre part ladistribution génotypique est stable a partir de la premiére géné-
ration de descendants :
pour tout N> 1: u,AA +2v,Aa+w, aa= (py A + qy 8?3
— et les fréguences génotypiques ne sont pas quelconques mais liées par la
relation :
Uy W,y = V2.
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Cette derniére relation, dite « d’ équilibre panmictique », permet notamment, en cas d’ aléles
dominant/récessif, de calculer les fréquences génotypiques alors qu’on ne conneit que les
fréquences phénotypiques.

hasard (randomness)

Terme que |’ on rencontre, soit dans la langue courante (« le hasard ») pour désigner le deus
ex machina des phénomeénes aléatoires ou pour désigner notre impuissance a prévoir ou a
controler, soit dans des locutions du calcul des probabilités (« tirer au hasard », « choisir au
hasard »). Dans ce deuxieme type d' usage, le sens est, quoiqu’implicite, tres précis et renvoie
a des critéres techniques d' « honnéteté » du process, par exemple équiprobabilité ou indé-
pendance.

Voir aléatoire, stochastique.

Henry (droite de)
Voir droite de Henry.

histogramme (histogram)

Un histogramme est une représentation graphique trés « parlante » visuellement, que I’on
peut utiliser aussi bien en calcul des probabilités qu’en statistique. Sa figuration standard,
auss bien pour une variable discréte que pour une variable continue, est celle d'un
diagramme en tuyaux d’ orgue, avec des rectangles contigus.

Soit une distribution statistique réelle, rangée dans un nombre fini de classes. On donne la
suite croissante des extrémités des classes X, < X; < ... < X, avec pour chague classe [%; _s, X[
safréguencef;.

On appelle histogramme la représentation graphi que imagée qui, pour chaque classe [%; _, X[,
dessine un rectangle d’ aire proportionelle a sa fréquencef;.

On obtient le méme résultat visuel en prenant les effectifs au lieu des fréquences (seule
change la graduation des ordonnées). On peut étendre cette définition au cas probabiliste, en
remplagant les fréquences par |es probabilités, cela ne souléve aucune difficulté.

Le point important, et qui différencie I"histogramme d'un diagramme en barres, est la
proportionnalité del’aire (i.e. de la surface) des rectangles— et non pas de leur hauteur — aux
fréquences ou aux effectifs. Bien entendu, le résultat est le méme dans le cas ou toutes les
classes sont de largeur égale (ce qui est souhaitable, mais pas toujours possible). Cette
proportionnalité de |’ aire a la fréquence fait de I” histogramme un concept voisin de la coube
qui représente ladensité.

Lorsgu’un histogramme est dessiné pour une distribution continue (ou discréte a valeurs
nombreuses regroupées), on marque généralement les extrémités des classes sur I’ axe des
abscisses. Lorsgu’un histogramme est dessiné pour une distribution discréte, il est trés
souhaitable de marquer la valeur ponctuelle de chague classe au milieu de la base du
rectangle qui lareprésente.

Ladétermination du nombre de classes approprié d' un histogramme est délicate et il n’ existe
pas de regle universelle (il faut faire des essais...). Un nombre trop faible de classes fait
perdre de I'information et atténue ou fait disparaitre les particul arités caractéristiques de la
distribution. A I'inverse, un nombre trop grand de classes conduit & des graphiques chaoti-
ques dont les irrégularités ne sont pas significatives.

—
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100% -~ -- —_

0%
histogramme histogramme cumulé

On peut construire des histogrammes cumulés, en utilisant pour chaque classe la fréquence
ou I"effectif cumulé. Le graphique a un aspect « en escalier » et le concept est voisin de la
coube qui représente lafonction de répartition.

Voir pyramide des ages.

homogénéité (test du khi-deux d’)
Voir khi—deux d’ homogénéité (test du).

homoscédasticité (homoscedasticity)
Propriété relative a un couple (X, Y) de variables aléatoires numériques, qui énonce que la
variance conditionelle 2(Y |X = x) est constante (ne dépend pas de x). Le contraire s appelle
hétérosédasticité.

Voir Bartlett (test de), droite de régression.

Huygens (Christiaan)

Mathématicien, physicien et astronome hollandais (1629-1695). Il écrivit De Raticiniis in
Ludo Aleae qui constitue le premier traité de Calcul des probabilités, définit I’ espérance
mathématique et calcula avec son frére la premiéere table de mortalité. 1l fit des travaux
importants en mécanique, en optique et en géomeétrie.

Huygens-Konig (formule de)
Voir formule de Huygens-Koénig.

hypergéométrique (loi) (hypergeometric distribution)
Loi d'une variable aléatoire discréte de « compte» qui intervient dans les tirages « SANS
remise ».

Formulaire

Trois parametres entiers: N, K < N et n < N, ce troisiéme parameétre représentant le
nombre d’ épreuves ou detirages. L es notations standard introduisent p = E (0<p<l)

etq=1-p

Soit X lavariable aléatoire hypergéométrique ; valeurs prises: 0, 1, ..., n. Lavaleur
prise k doit satisfaire les contraintes k < N et n — k < N — K. (évidentes d' aprés
I’interprétation, cf. ci-dessous).

» Loi de probabilité KN — K
(k](n—k)
P(X=Kk) =
(X=K) (N)
n
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» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =np
n

. N —
— variance : Var(X) = npq——
vari (X)=npai—7

— écart-type : o(X) = ./npq /H

» Utilisations

La loi hypergéométrique est la loi du compte d'un caractére dans des tirages « SANS
remise» : il y ainitialement N objets dont K possedent « le » caractére : on entire n, et le
caractére est observék fois.

Dans de trés nombreuses situations réelles (sondages, enquétes, ...), la vraie loi est la loi
hypergéométrique. Mais, sauf si lesvaleursde N et K sont faibles, on la remplace systémati-
guement par la loi binomiale pour utiliser des formules plus simples. L’ espérance est la
méme, la variance et |’ écart-type sont trés |égérement augmentés. Ainsi, pour un échantillon
par exemple de 900 personnes sur 40 millions d’ électeurs, il faudrait corriger la variance de
N-n _ 39999100 _ 0,999908 |

N—-1 39999999

Exemple On considére 20 objets dont 10 présentent un caractére donné. On effectue 8

tirages, et on appelle X le nombre d’ objets possédant le caractere. Comparer les probabilités
P1(X = 4) pour des tirages AVEC remise et P,(X = 4) pour destirages SANS remise.

laloi binomiale par le facteur

Lepremier casest celui delaloi binomialeavecp=q=0,5:P,(X =4) = (3) x 0,54 % 0,54

=70 x 0,58 =0,2734. Le deuxiéme cas est celui de laloi hypergéométrique avec N = 20,

10)(10)
K=10,n=8k=5:P,(X =4)= ( A 74) - 210x210 _ 4 3501 on noteraque, comme
(20) 125 990
8

on pouvait s'y attendre, laloi hypergéométrique favorise |es situations moyennes.

—



i.i.d.

Abréviation parfois employée pour signifier que des variables a éatoires sont identiques et
identiquement distribuées (situation des épreuves répétées).

impossible (événement) (impossible event)
Evénement vide @ = «rien du tout ne s est passé » d'un espace probabilisé (2, A, P), de
probabilité égale a O (c’est bien sir un cas limite, mais il est nécessaire de I'inclure dans
I’ensemble A de tous |es événements envisageabl es).

incompatibles (événements) (Imutually] exclusive events)
Sedit d’événements A, B qui ne peuvent pas se réaliser ssmultanément. On aalors P(A et B)
=0. Le qualificatif ensembliste synonyme est digjoints.

Etant donné un nombre supérieur & 2 d’ événements: A, A,, ..., A, on prendra garde qu'il
existe deux maniéres de généraliser cette propriété: soit en énoncant que les événements
sont « globalement » incompatibles: A; et A, et ... et A, he peuvent pas se réaliser smulta
nément, ce qui ne présente en général guére d'intérét, soit en énoncant que les événements
sont «2 a2 » incompatibles : Vivj i#j= A; et A; ne peuvent pas se réaliser simultané-
ment, propriété souvent tres utile.

indépendance de deux épreuves

On dit que deux épreuves sont indépendantes si, dans I’ « épreuve produit » qui les repré-
sente simultanément, tout événement « qui ne dépend que de la premiére épreuve » est indé-
pendant avec tout événement « qui ne dépend que de la deuxieme ».

Cette notion est en pratique trés claire dans les cas simples, mais on peut vouloir la forma
liser. Il faut pour cela construire le produit des espaces probabilisés qui représentent |es deux
épreuves. Dans la pratique, I’ indépendance de deux épreuves serararement une propriété qui
doit étre vérifiée, et le plus souvent un décret que I’ on impose a priori.

indépendance de deux éveénements (stochastic independence)
On dit que deux événements A, B sont indépendants s :
P(AB) = P(A) P(B)
Nota : si P(A) = 0, P(AB) = P(A) P(B) équivaut a P(BJA) = P(B).
On peut généraliser aune suite (A,) finie ou infinie d’ événements : les A, sont mutuellement
indépendants si, pour tout sous-ensemble fini d’'indices (iy, iy, ..., i) ona:
P(AL A A ) =P(A ) P(A;) . P(A; )

(cette condition est beaucoup plus forte qu’ une simple indépendance deux a deux).
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L’'indépendance « stochastique » (terme consacré qui veut dire « en probabilité ») de deux
évenements peut étre une propriété que I’on vérifie, mais le plus souvent ce sera une
propriété que I’ on décréte pour modéliser une indépendance « physique ».

Propriété

Si A et B sont indépendants, A et B, A et B, A et B sont également indépendants

indépendance de deux variables (independence of
aléatoires random variables)

Soient deux variables aléatoires X et'Y définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P), a
valeurs respectivement dans (Ey, Ay) et (Ey, Ay). On dit qu’ elles sont indépendantes si on a,
pour tout évenement A € Ay et tout événement B € Ay, :

P(X € AetY € B)=P(X € A) P(Y € B)
On peut ici aussi généraliser aune suite finie ou infinie de variables aléatoires (définies sur le
méme espace probabilisé).
Dans la pratique, |’ indépendance des varabl es al éatoires sera rarement une propriété qui doit
étre vérifiée, et le plus souvent un décret que |’ on impose a priori (épreuves répétées notam-
ment).

indépendance (test du khi-deux d’)
Voir khi—deux d’indépendance (test du).

indicateur

Ce mot, qui possede de nombreux synonymes, notamment [valeur] caractéristique et résumé
numeérique, parfois paramétre (mais ce dernier mot n’ est pas tres approprié dans la situation
présente), désigne un certain nombre de valeurs numeériques qui résument et synthétisent une
distribution, en probabilités ou en statistique. Ils sont utilisés aussi bien pour « se faire une
idée » de ladistribution que pour figurer dans des formules et des énoncés de théorémes. Les
conditions de Yule proposent des criteres généraux de qualité globale pour les indicateurs.
Les indicateurs se répartissent en trois grandes catégories.

Lesindicateurs de position (ou de tendance centrale ou encore de localisation) caractérisent
généralement le « centre » ou le « milieu » d’une distribution. 11s sont nombreux et présen-
tent des qualités et des usages trés variés. On peut citer le milieu (trop sommaire), I’ espé-
rance mathématique (appel ée moyenne en statistique), lamédiane, le mode (maisil peuty en
avoir plusieurs...), lamédiae. Certains indicateurs de position ne caractérisent pas le centre
mais des points remarquables, ainsi |es quartiles et autres quantiles.

Lesindicateurs (ou caractéristiques) de dispersion caractérisent la maniére dont la distribu-
tion s écarte de sa valeur centrale. Les principaux sont liés mathématiquement a un indica-
teur de position, ainsi la variance et |’ écart-type complétent I’ espérance (ou moyenne),
I écart inter-quartiles compléte la médiane.

La troiseme catégorie est celle des indicateurs de forme, qui caractérisent notamment
I"asymétrie et I’ apl ati ssement.

A cette liste il faut ajouter les moments d’ une loi de probabilité, qui jouent un réle théorique
important, ainsi que les divers indices adaptés a tel ou tel usage particulier et que I’ on peut
calculer apartir d’'une distribution.

Enfin, il existe desindicateurs adaptés a des distributions « a plusieurs dimensions », notam-
ment la covariance et |e coefficient de corrélation.
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indicatrice

Indicatrice d un événement : variable aléatoire qui prend lavaleur 1 ou O selon que I’ événe-
ment se réalise ou ne se réalise pas (cf. Bernoulli (loi de)). Indicatrice d un intervalle : fonc-
tion 1(x) qui vaut 1 ou 0 selon que x appartient ou non al’intervalle.

indice (index)
Premier sens: dans une situation probabiliste ou statistique, nombre réel sans dimension,
indicateur d'une distribution, ou de la « liaison » entre deux distributions (dans ce sens, on
emploie plutét le terme coefficient).

Deuxieme sens : dans le domaine des sciences économiques et sociales, nombre réel positif
sans dimension, indicateur de la variation (notamment dans le temps) d une ou plusieurs
variables. 1l existe deux types d’indices: les indices élémentaires, obtenus par quotient de
deux valeurs de la méme variable en deux situations (temps, lieu, ...) différentes, et les
indices synthétiques, qui se rapportent a un ensemble complexe de variables, le plus souvent
non homogeénes, pour donner un résumé global del’ évolution. Lesindices s expriment géné-
ralement en pourcentages et sont donnés avec une situation de référence (« base 100 en ... »).
Lesindices synthétiques (indice de L aspeyres, indice de Paasche, indice de Fisher) sont cons-
truits dans le respect de critéres convenables mais aucun ne peut les satisfaire tous.

indice de concentration [de Gini]
Voir concentration (indice de —de Gini).

individu

« Objet » ou « unité» statistique, pris dans une population donnée. |l ne faut pas prendre
individu et population au sens biologique de cesmots ; il s'agit ici de tout élément sur lequel
on peut faire une étude statistique : valeur numérique, mot, document, bien matériel, fait ou
phénomene, ... mais incluant bien sir individu biologique, notamment étre humain.

Cette notion est le concept statistique correspondant au concept probabiliste d’ événement
élémentaire (élément d’ un espace fondamental).

inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Voir Bienaymé-Tchebychev (inégalité de).

inférentielle (statistique) (inferential statistics)
Partie de la statistique qui analyse, dans un cadre explicitement probabiliste, des données
préalablement recueillies de fagon a en déduire les paramétres des lois de probabilité et a
tester lavalidité du modéle probabiliste ainsi reconstitué.

Voir statistique.

information (quantité d’) (self-information)

Soit un espace probabilisé (2, A, P) et soit un évenement A € A. On appelle quantité
d’information apportée par laréalisation de A la quantité :

I(A) =—log P(A)
La base du logarithme importe peu en théorie mais la pratique utilise aujourd’ hui, sauf
exception, lelogarithme abase 2 : I’ unité correspondante de quantité d’ information est |e bit,
adaptée aux codes binaires.
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Propriété

Si A, B sont deux événements indépendants, on a:
I(AB) = 1(A) + I(B).

En fait, cette propriété est une contrainte plus qu’ une conséquence : elle est « naturelle » et
nécessaire si |’ on veut que la quantité d'information soit une « bonne » mesure de I’ informa-
tion, et le respect de cette contrainte oblige a définir la quantité d’information par le loga-
rithme de la probabilité.

Exemple théorique Soit un espace constitué par 2" événements élémentaires équipro-

bables (donc de probabilité % ). SiA est I'un d'entre eux, 1(A) = - Iogz(%) = n bits.

La théorie de I'information (dite parfois de Shannon-Weaver) utilise la notion de quantité
d’information pour définir |’ entropie, puis élaborer une théorie destinée a modéliser I’ effica-
cité de la représentation et du stockage de I'information (théorie du codage, théorémes de
Kraft et de Macmillan), et I’ efficacité de la transmission de I’information par un « canal »
éventuellement « bruité » (théorémes de Shannon).

interquartiles (écart)
Voir écart interquartiles.

intersection ([logical] conjunction)
Synonyme de conjonction logique.

Dans la formalisation ensembliste des espaces probabilisables, les évenements sont des
parties de |’ espace fondamental Q. Si I’ on considére deux événementsA, B, leur intersection
est un évenement dont la réalisation correspond alaconjonction logique« A et B » :

we ANnBos (we Aetwe B)

Cela se généralise sans difficulté a un nombre supérieur d’ évenements. Outre les deux nota-
tions ensembliste et logique, parfaitement synonymes: A N B, A et B, on emploie souvent
lanotation AB qui est trés commaode.

Propriété
Si A et B sont indépendants: P(A n B) = P(A) P(B).
De fagon générale: P(A n B) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B).

Exemple Dans un travail de psychologie appliquée, on effectue I’ étude croisée de deux
« caractéres » : laréaction face a un certain signal et la réponse a un certain test. Soient S1,
S2, S3 et 4 les réactions au signal, et T1, T2 et T3 les réponses au test. On considére les
événements :

« un sujet pris au hasard montre la réaction S3 au signal »
et: « un sujet pris au hasard donne la réponse T2 au test ».

L'intersection de ces deux événements est I’événement «un sujet pris au hasard a la fois

montre la réaction S3 au signal et donne laréponse T2 au test ».

intervalle de confiance (confidence interval)
Voir estimation par intervalle.
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intervalle (estimation par)
Voir estimation par intervalle.

intervalle de prévision, de prédiction

Dans un modéle linéaire ou une régression Y = o + BX + E, intervalle qui encadre avec un
certain seuil de confiance les valeurs possibles de'Y pour une valeur « ultérieure » de X. Sa
détermination associe une estimation et une prévision stricto sensu.

Voir prédiction.

intervalle (probabilités d’)

Lorsgu’ une variable aléatoire réelle X est (absolument)
continue, toutes les probabilités ponctuelles P(X =X) sont ¢
nulles et les probabilités « de base » sont les probabilités
d'intervalle P(a < X < b). Elles peuvent étre calculées,

soit apartir deladensitéf:

b
Pa<X <bh)= j f(t)dt,

soit & partir de lafonction de répartition F : 0| a b X
P(a<X <b)= F(b) - F(a).

issue (outcome)
Terme parfois employé pour désigner un événement élémentaire (résultat d’ une épreuve).

joint, e (joint)
Synonyme de conjoint, e.

Dans une situation probabiliste ou statistique « bidimensionnelle » ou « multidimension-
nelle», qualifie ce qui concerne globalement les variables : probabilités jointes, densité
jointe, loi jointe, effectifs joints, fréquences jointes, espérance ou moyenne jointe, variance
jointe, écart-type joint.

Voir couple de variables al éataires.
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Kendall (coefficient de corrélation des rangs de Kendall)
Voir corrélation des rangs (coefficient de — de Kendall).

khi-deux de Pearson (loi du) (chi-squared distribution)
Loi d'une variable aléatoire continue positive utilisée pour le contrdle des tests du khi-deux.

Formulaire

Version standardisée aun paramétre entier n > 1 qui représente le nombre de « degrés
de liberté ». Valeurs sur les réels positifs.

Loi de probabilité

f
n=1
n=2
nx3
cas généra
0 X
densité fonction de répartition
1 n_q, X X
f(x) = ——x* e 2 (x20) F(X) = J’ f(tydt (x=0)
25r(9) ’
2

Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =n
— variance : Var(X) = 2n
— écart-type: 6(X) = 4/2n

Techniquement, lav.a. khi-deux an degrés de liberté est le double d’ une v.a. gamma
de paramétres r = g et A=1

Utilisations

Enthéorie, lav.a khi-deux X an degrésdeliberté (souvent notée x 2 ) peut étre définie comme
i=n

la somme des carrés de n v.a. normales U; centrées réduites indépendantes : X = 2 u? (a
i=1

noter quel’on aal’ évidence le méme « théoréme d’ addition » que pour les v.a. gamma).
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Cetteloi intervient dans |’ estimation de lavariance d’ un échantillon : si X4, X, ..., X, sontnv.a
i=n
normales identiques (d’ espérance | et d' écart-type 6) indépendantes, s M, = %2 X; estla
i=1
1 i=n
— Y (X;=M,)? estlavariable aléatoire estimateur

i=1
—1)S2 . . i N . . .
(n=1)S 2) D suit uneloi du khi-deux an — 1 degrés de liberté.
()

variable aléatoire moyenne, et si SZ =

« débiaisé » de lavariance, alors

Enfin, on peut démontrer que, si (N;(n), N,(n), ..., Ni(n)) est un « vecteur multinomial » de

: : o M(N;j—np))?
paramétres n et (py, Py, ---» P, dorslaloi de lavariable aéatoire z ,Tnp,)

i=1 i
vers une loi du khi-deux a k — 1 degrés de liberté. Dans la pratique, cette propriété fonde le
test du khi-deux qui permet notamment de comparer une distribution multinomial e observée
aune distribution « théorique ».

converge

khi-deux d’ajustement (test du) (chi-squared test of goodness of fit)

Test qui compare globalement, pour une variable discréte ou discrétisée, la distribution
« observée» d’ un échantillon statistique & une distribution « théorique » fixée. Lavariable est
guelconque, quantitative ou qualitative, maisle nombre de classes doit étre fini (ou rendu fini
par regroupements).

Les casles plus classiques sont :

— 2 classes de probabilitésdonnéespetq=1-p;

— k classes équiprobables;

— k classes dont les probabilités sont données a priori ;

n + 1 classes associées a une variable binomiale de paramétresn et p ;

n+1 classes associées a une variable a valeurs entieres (ou codée par des valeurs
entieres), la (n + 1)-ieme classe regroupant les valeurs > n.

test du khi-deux standard sans parameétres estimés

* Notations. k classesA 4, A,, ..., Ay :
— probabilitésréellesdesk classes: p; = P(A,), ..., px = P(Ay),
— probabilités « théoriques » desk classes: py, ..., Py

* Données. n observations, avec les effectifs « observés » : n; danslaclasseAy, ..., ngdansla
classeA,.

* Hypothese testée. Hy = « p; = p; €t ... et py = p» contre H; = « il existe au moins deux
probabilités p;* et p; différentes ».

« Déroulement technique du test
1. On calcule les effectifs « theoriques » np;.
2. On calcule lavaleur observée de lavariable de test :

2 = i(n-—mo-,)2
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Lesvaleurs de référence de lavariable de test sont alire danslestables delaloi du khi-deux,
elles dépendent du nombre de degrés de liberté de I’ échantillon : ddl = k— 1, et du risque o.

« Conditions et précautions

Laloi du khi-deux est laloi limite pour lavariable detest, ce qui induit une condition detaille:
il est classique de demander que chague effectif théorique np; (insistons : np;, non pas n)
soit > 5, exigence que I’ on peut descendre a 2, mais pour une seule classe (cas fréquent de la
derniére classe d’ une distribution décroissante).

Tant6t les probabilités « théoriques » des classes sont explicitement données, tantot elles
sont a déduire de I’ énonceé (par exemple classes équiprobables).

Remarque : On peut utiliser le test du khi-deux avec deux classes, ce qui revient a
comparer un pourcentage (une probabilité) a un pourcentage (une probabilité) théo-
rique. On pourrait faire le méme contréle avec un test (de Student) de comparaison de
pourcentages : les valeurs de lavariable de test du khi-deux, aussi bien celle observée
que celle de la table, sont exactement les carrés des valeurs de la variable du test de
Student, et les conclusions sont identiques !

test du khi-deux avec h parametres estimés

Laprocédure detest et les cal culs sont identiques au cas standard a une seule exception prés :
|le nombre de degrés de liberté est ddl = k—h—1.

Les deux cas les plus fréguents de paramétres estimés sont pour le paramétre p d'une loi
binomiale ou pour le paramétre u d'une loi de Poisson, qui se déduisent I'un comme I’ autre
du tableau par classes et effectifs (danscescas, h=1 et ddl = n-2).

Les tests du khi-deux sont habituellement rangés parmi les tests non paramétriques, ¢’ est
clair si I'on considére le test du khi-deux d'indépendance (ou d’ homogénéité), c’est moins
évident si I’ on considére |e test du khi-deux d’ gjustement...

khi-deux d’homogénéité (test du), (chi-squared test of
khi-deux d’indépendance (test du) homogeneity, chi-squared
test of independance)

Test qui fonctionne sur un tableau d’ effectifs a double entrée et qui contréle, soit I’homogé-
néité de sous-populations par rapport a une variable discréte (ou discrétisée), soit I'indépen-
dance de deux variables discréetes (ou discrétisées). La ou les variables sont quelconques,
quantitatives ou qualitatives, mais le nombre de classes doit étre fini (ou rendu fini par
regroupements).

Il 'y a pas d autre différence entre le test d’homogénéité et le test d’indépendance que la
présentation de la situation concréte sur laquelle porte le test.

Danslaprésentation test d’ indépendance, on considére deux variables définies sur une méme
population, on dispose d’ un tableau croisé d’ effectifs (ou tableau de contingence), et on teste
I"indépendance des variables.

Dans la présentation test d’ homogénéité, on considére d' une part une répartition de la popu-
lation en sous-populations, d autre part une variable définie sur la population globale, on
dispose donc comme précédemment d’un tableau croisé d effectifs, et on teste I’homogé-
néité des sous-populations par rapport ala seule variable explicite. Mais répartir une popula
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tion en sous-populations revient a définir une variable qualitative, dont les modalités sont
précisément |’ appartenance aux sous-populations. On voit donc qu'il y avait une variable
cachée, et tester I’ homogénéité n’est rien d’ autre que tester |’indépendance des deux varia-
bles, lacachée et I explicite.

La description ci-dessous du déroulement du test se fera sous I’ unique présentation test
d’indépendance.

test du khi-deux d’'indépendance

* Notations

— nl classesA4, A,, ..., A, pour lapremiére variable X (nl comme nombre de lignes) ;

— ncclasses By, B, ..., A, pour ladeuxiéme variableY (nc comme nombre de colonnes) ;
— probabilités « théoriques » des nc x nl classesAB; : pj;.

* Données. Effectif total n, distribué en nc x nl effectifs « observés » : n; dansla classe A;B;.
» Hypothése testée. Hy = « X et'Y sont indépendantes » contre H, aternative.

« Déroulement technique du test

1. On « borde » le tableau des effectifs pour effectuer les sommes marginales: L; pour la
ligne n° i, C; pour la colonne n° j. Ladisposition pratique des préparatifs du calcul se
fait comme indiqué dans | e tableau modéle ci-dessous :

colonne 5

Bj
ligne A; njj L;
2 G n

. - L;C;
2. On calcule les effectifs « theéoriques » np;; par laformule np;; = '—nJ .

3. On calcule lavaleur observée de lavariable de test :

nl nc (n--—np--)z

2 = i i

=3y e
i=1j=1 ]

Lesvaleursderéférence delavariable detest sont alire danslestablesdelaloi du khi-deux,

elles dépendent du nombre de degrés deliberté de |’ échantillon : ddl = (nl —1)(nc—1), et du
risque o.

« Conditions et précautions

Laloi du khi-deux est laloi limite pour la variable de test, ce qui induit une condition de
taille: il est classique de demander que chaque effectif théorique np;; (insistons : np;, non
pas ny) soit > 5, exigence que I’ on peut descendre a 2, mais pour une seule classe

On peut utiliser la formule de calcul des effectifs « théoriques » mécaniquement, mais on
peut aussi vouloir comprendre « d’ou elle sort ». Si p;; est la probabilite de la classe AB;
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«sous|”hypothese Hy », I" effectif théorique de cette classe est np;;. Le probléme revient donc
a determiner ces probabilités p;. Mais I” hypothese H, énonce que les 2 variables sont inde-
pendantes, donc p;; = pigj;, ou p; est la probabilité « marginale » delaclasse A;, et g; la proba-
bilité « marginale » de la classe B;. 11 faut alors estimer ces probabilités marginales. Cela se
fait naturellement en totalisant les effectifs par lignes et par colonnes: si L; est la somme des

. , . o . L; N .
effectifs observésdelalignen’ i, on peut estimer p, par FI ; deméme, si C; est lasomme des

effectifs observés de la colonne n” j, on peut estimer g; par FJ . Finalement, on prend pour

N L, C L.C,
valeur de np; = nNpigj ; Son estimation est n x FI X FJ = '—nJ :

Il Ny a pas de notations a la fois évidentes, simples et cohérentes... On trouvera dans
certains manuels les notations n, et n,; pour désigner les sommes marginales des effectifs
par lignes et par colonnes (voire n,, pour désigner I’ effectif total), ¢’ est parfaitement cohérent

mais un tout petit peu lourd. On trouvera aussi ﬁ,\J pour désigner |’ effectif théorique (que
nous avons appelé npy), cela conviendra a ceux qui sont familiers avec la notation
« chapeau » des mathématiciens pour désigner les estimations. Enfin, on trouvera parfois o;;
et c; (ou g;) pour désigner respectivement les effectifs observés et théoriques (c comme
calculé ou e comme estimated), ¢ est particulierement simple, mais cela géne si I'on veut

. A . L,C.
expliquer et justifier larégle ¢; = 'TJ

Remarque : On peut utiliser le test du khi-deux d’'indépendance avec quatre classes
(2 x 2), ce qui revient acomparer deux pourcentages (deux probabilités) entre eux. On
pourrait faire le méme contrdle avec un test (de Student) de comparaison de pourcen-
tages: lesvaleursdelavariable detest du khi-deux, aussi bien celle observée que celle
de latable, sont exactement les carrés des valeurs de la variable du test de Student, et
les conclusions sont identiques ! On notera bien que pour cetest 2 x 2, onaddl = 1.

Khintchine (Alexandre)

Mathématicien russe (1894-1989). Il obtint des résultats profonds sur les théorémes limites
du calcul des probabilités.

Kolmogorov (Andrei)

Mathématicien russe (1903-1987). Il formula |’ axiomatique moderne du calcul des probabi-
lités et fit également des travaux en topologie et en théorie des systémes dynamiques.

Kolmogorov (axiomatique de)
Voir axiomatique de Kolmaogorov.

Kolmogorov (test [d’'ajustement] de) (Kolmogorov test)

Test non paramétrique qui compare la distribution d’ un échantillon statistique a une distribu-
tion fixée (par exemple: loi exponentielle de paramétre A spécifié, ou loi normale d’ espé-
rance et de variance spécifiées). Les distributions (lois) sont représentées par leurs fonctions
de répartition, utilisées pour I’ exécution du test.
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test bilatéral de comparaison
d’une distribution de fonction de répartition F(x)
a une distribution de fonction de répartition fixée Fy(x)

* Données. Un échantillon (x4, Xy, ..., X,) de n valeurs observées d’ une variable aéatoire
numeérique X de fonction de répartition F(x).

* Hypothese testée. Hy = « F = Fy » contre H; = « F# Fy »
* Déroulement technique du test

la. On ordonne les valeurs observées de |I'échantillon — on suppose ce rangement
effectué, soit, en gardant les notations initiales :

Xp <X < S X,

1b. Puison pose:
F(x) = F(xz) ==, Fx)==-=

ce qui définit les « marches » de la fonction de répartition observée, qui est une fonc-
tion « en escalier ».

2. Onposedors:

K+

sup(F(x)— o(X)) = max(# Fo(x ))

1<j<n

=(Inf(F(x) =Fo(x)))

K_

sup(Fo(x) —F(x)) = max (Fo(x) ~1=2)

X 1<j<n
Lavaleur observée de lavariable de test est :

K = sup|F(x) —=Fy(x)| = max (K*, K~)

Les valeurs de référence de la variable de test sont alire danslestablesde laloi « du A »
de Kolmogorov—Smirnov, elles dépendent de la taille n de I’ échantillon et du risque o.

Valeurslimites: si D, est lavariable a éatoire tabulée, telle que ./n D, convergeen loi vers
laloi « du A » de Kolmogorov-Smirnov lorsque n — <o, et si d, (o) est lavaleur critique
1358 4 o (0,01) ~ 1629

n n

de D,, définie par P(D,, > d,(cr)) = o, on aD,,(0,05) ~

« Conditions et précautions
— 1l n'y a pas d autre précaution que de fixer compléetement la loi de référence (donc en
particulier d’ éviter toute estimation de paramétres) ;

— lorsgu’il faut estimer des paramétres, la loi de référence de la variable de test n’'est pas
connue mais il existe des tables obtenues par simulation... Valeurs limites (Biometrika

Tables) : si D', est la variable aéatoire corrigée lorsque I’ on fait fonctionner le test de
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Kolmogorov aprés estimation de |’ espérance et de |’ écart-type d’une loi normale, et si

d'y (o) est lavaleur critique de D', définie comme ci-dessus, on a D',(0,05) ~ 0,895 et
n
1,035
D' (0,01) ~ =—.
n ﬁ

On pourrait faire fonctionner le test en unilatéral en considérant seulement K+ ou K-, maisil
ne semble pasy avoir d’ application pratique.

Kolmogorov-Smirnov (loi du A de) (Kolmogorov-Smirnov
A distribution)

Loi d’'une variable aléatoire continue utilisée pour le contrdle des tests de Kolmogorov et de
Smirnov qui permettent de comparer deux fonctions de répartition.

Formulaire

Version standardisée X sans paramétre, a valeurs réelles positives.

» Loi de probabilité
f F

02F----

densité fonction de répartition

F(x) =1-2 2 (=1)kexp(—2k2x2)
k=1

» Valeurs caractéristiques

— espérance : E(X) = 0,8687

— variance : Var(X) = 0,06777

— écart-type : 6(X) = 0,2603
» Autres valeurs caractéristiques

mode : My = 0,7354 médiane: M = 0,8276

» Utilisation

Si D, est le sup (sur X) de la valeur absolue de la différence entre deux fonctions de réparti-
tion, F(x) «exacte» et F,(x) empirique (observée), la loi de la variable aéatoire /nD,
converge verslaloi du A de Kolmogorov-Smirnov lorsgue n tend vers |’ infini.

Cette loi intervient a ce titre dans | es tests de Kolmogorov et de Smirnov.
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[Kolmogorov-]Smirnov (test de) ([Kolmogorov-]Smirnov test)

Test non paramétrique qui compare entre elles les distributions de deux échantillons statisti-
ques. Les distributions (lois) sont représentées par leurs fonctions de répartition, utilisées
pour I’ exécution du test.

test bilatéral de comparaison de deux distributions
de fonctions de répartition F;(x) et F,(x)
 Données. Deux séries:
— un échantillon (xy, Xy, ..., an) de ny valeurs observées d’ une variable a éatoire numé-

rique X de fonction de répartition F4(2) ;
— un échantillon (yy, Yy, ..., Yn, ) deny valeurs observées d’ une variable a éatoire numé-
riqueY de fonction de répartition F,(2).
» Hypothése testée. Hy = « F; = Fy » contre Hy = « Fy # Fy »
« Déroulement technique du test
la. On ordonne toutes les valeurs observées des deux échantillons :

4<% S2 4y

1b. Puis on construit les deux fonctions de répartition observées, qui sont des fonctions
«en escalier », avec des « marches » pour certaines des z,.

2. Oncalculeaors K = sup|F;(2) —F,(z)| en sinpirant de la méthode exposée dans le
z

cas du test de Kolmogorov simple de comparaison d’ une fonction de répartition a une
fonction de répartition fixée (avec notamment le « dédoublement » des valeurs aux
bords des marches — les formules ne sont pas donnéesici).

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de la loi
«du A » de Kolmogorov—Smirnov, elles dépendent de lataille n de I’ échantillon et du
risque a.. Lalecture delavaleur critique n’ est pas directe sauf si I’ on se contente d’ assi-
miler laloi alaloi limite : dans le cas de Hy = « F = Fy» avec un échantillon de

nvaleurs, lavariable ./n sup |F(x) — Fo(X)| converge en loi versle « A », et dans le cas

NNy

de Hy = « F; = F, » avec deux échantillons de ny et ny valeurs, lavariable i
X Y

sup |F1(2) — Fx(2)| converge en loi versle « A ».

Remarque : Lecalcul deK = sup |F1(2) — F»(2)|, qui est extrémement lourd dans|e cas
général, se simplifie considérablement s'il est possible, sanstrop atérer |I'information
contenue dans les observations, de ranger celles-ci dans des classes de mémes limites
pour X et.

Konig-Huygens (formule de)
Voir formule de Huygens-Konig.

Kruskall-Wallis (test de) (Kruskall-Wallis test)
Test non paramétrique utilisé pour comparer les distributions de plusieurs échantillons statis-
tiques. Comme le test de Wilcoxon, il fonctionne, non pas a partir des valeurs préecises obser-
vées, mais a partir des rangs de ces valeurs interclassées.
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Si les variables aléatoires Xy, X,, ..., X4 dont proviennent respectivement les g échantillons
ont toutes méme loi, elles ont en particulier méme espérance mathématique, et c’'est trés
souvent comme test de |’ hypothése dérivée « uy =, = ... = g » que letest de Kruskall-Wallis
est utilisé.

test non paramétrique de comparaison de q lois de probabilité,
également utilisé pour comparer q espérances mathématiques p, Wy, ..., g

» Données. q séries ou groupes, soit pour chaque k (1 < k < @) : un échantillon (X, X, -+
Xkn, ) de n, valeurs observées d’ une variable a éatoire numérique X, d’ espérance mathéma-
thue W On note N le nombre total de valeurs observéesn, +n, + ...+ n,.

» Hypothése réellement testée. H,, = « toutes les X, ont méme loi » contre H; alternative.

* Hypothése dérivée. Hy = « ;= 1, = ... = g » contre Hy = « il existe au moins deux espé-
rances différentes ».
 Déroulement technique du test

1. On classeles N valeurs observées, tous groupes confondus, par ordre croissant.

2. Pour chaque k on calcule la somme T, des rangs des valeurs de lavariable X, (S'il y a

des ex azquo, on leur attribue le rang moyen).
3. On calcule lavaleur observée de lavariable de test par I’une ou I’ autre des formules :
4 2
N+1
Tk_gN+1) = k_ ) .
N(N+1)Z ( ) = N(N+l)2 ( 2

Lesvaleursde reference de lavariable de test sont allre danslestables delaloi du khi-
deux, elles dépendent du nombre de degrés de liberté: ddl = gq— 1, et du risque o.

« Conditions et précautions
— Il n’y aaucune condition sur laloi commune atoutesles X, ;

— par contre, la loi du khi-deux est la loi limite pour la variable de test, ce qui induit une
condition detaille: il est classique de demander que I effectif n, de chaque groupe soit > 5.




de Laplace (Pierre-Simon)

Astronome, mathématicien et physicien francais (1749-1827). |l publia une somme monu-
mentale, Théorie analytique des probabilités (corrélation, convergence stochastique, théo-
reme central limite, ...) et fit des travaux importants en mécanique céleste et en physique
(théorie de la chaleur, électromagnétisme).

Laplace (loi de) (Laplace distribution)

Loi d'une variable aléatoire continue qui avait été proposée par Laplace pour rendre compte
deserreurs d expérience, role ou elle a été abandonnée au profit de laloi normalealiasloi de
Laplace-Gauss.

Formulaire

Version standardisée sans paramétre ; valeurs sur lesréels.
Loi de probabilité
f F

- _/

0 X 0 X
densité fonction de répartition
lex six<0
f(x) = %e—\x\ ) =
1- %e—x six=>0

Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =0
— variance: Var(X) =2
— écart-type: 6(X) = /2

Cette loi est laloi de la différence entre deux v.a. exponentielles de paramétre A = 1 et indé-
pendantes.
Synonyme de premiére loi de Laplace, loi double-exponentielle.

Laplace-Gauss (loi de)
Synonyme de seconde loi de Laplace. Voir normale (loi).
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Legendre (Adrien-Marie)

Mathématicien francais (1752—-1833). Il introduisit |a méthode des moindres carrés (utilisée
par Gauss en astronomie) pour |’ gjustement en statistique et fit des travaux importants en
théorie des nombres et en analyse.

lemme
Voir Borel-Cantelli (lemme de), Neyman-Pearson (lemme de).

Lévy (Paul)

Mathématicien francais (1886-1971). || approfondit la théorie des processus et du mouve-
ment brownien.

libre (test) (free test, distribution-free test)
Voir test d’ hypothése.

linéaire (fonction)
Stricto sensu, fonction delaformey = bx. Enfait, lesfonctions « affines » y = a + bx quel’on

rencontre notamment en statistique comme courbes de régression sont e plus souvent quali-
fiéesde « linéaires ».

linéarité d'une régression (test de) (test of linearity)

Test paramétrique qui contrdle lalinéarité d' une régression dansle cas d’ un couple de varia-
bles (X, Y) pour lequel on dispose de plusieurs observations deY pour chague valeur x; de X
(il suffit en théorie qu’il y ait au moins deux observations pour une seule des valeurs de X,
mais la pertinence du test devient douteuse s'il n'y a pas plusieurs observations pour beau-
coup de valeurs de X). Dans ce casil est possible de calculer |e rapport de corrélation eé‘x ,
et lalinéarité se contrdle en testant I’ égalité de e$‘x avec le carré r2 du coefficient de corré-
lation linaire.

test de contréle de la linéarité d'une régression

* Données. Un échantillon de g groupes d' observationsrelatifs aux valeurs x,, x,, ..., X, de X,
avec pour le groupe n’ i, n; valeurs observéesyiy, Vi, ---, Yin, delavariableY.

Onposen=n;+m+... +ny

» Hypothese testée. Hy = «I’espérance conditionnelle est affine : E(Y|X) = o + BX » =
«nfx =p? »contreH; =« ngx #p? »
 Déroulement technique du test

1. On calcule avec les formules usuelles | e coefficient de corrélation linéaire observér et
le rapport de corrélation observé €2 = e$‘x .

2. On calcule lavariable de test :
(2
_\g-2

Fo-an-a” (1—e2)
n—g

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de laloi de Fisher-
Snedecor, €elles dépendent des deux degrés de liberté g —2 et n—q, et du risque o.

m
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« Conditions et précautions
— Enthéoriele couple (X, Y) doit étre une v.a. normale (a deux dimensions) ; en outre,
la variance conditionnelle Var(Y|x) doit étre constante, exigence difficile a apprécier
et acontroler... ;
— lorsque le couple (X, Y) n'est pas normal, le test est robuste et reste applicable si les
effectifs n, des groupes d’ observations par valeurs de X sont « assez grands »

Remarque : On trouve parfois la formule « type analyse de la variance» Fy_, n_q

2
= —é ou s? est la variance entre valeurs de x de I'écart (a la linéarité) et s3 la
52

variance résiduelle. C'est une simple variante de la présentation, et la valeur de la
variable de test est laméme (le premier nombre de degrés deliberté estici g—2 et non
pas q— 1 car larégression estime 2 paramétres et non pas 1).

logarithme itéré (loi du) (law of iterated logarithm)

Lorsque I’ on considére par exemple une suite de parties de Pile ou Face, avec pour chaque
partie un gain de 1 ou une perte de 1 selon le résultat, le somme des gains est une variable

aléatoire S, centrée, dont on sait qu’ elle vérifie les deux propriétés: d' une part F” tend vers

0 («en probahilité» et aussi « presque slrement »), et d autre part I’ordre de grandeur

moyen de F” est E un niveau approfondi, la « loi » du logarithme itéré (qui est tout

n
aussi un théoréeme que la« loi » des grands nombres !) donne un renseignement supplémen-

. . S,
taire sur les valeurs extrémes de re

Théoréme. On considére une suite (X,,) de variables aléatoires (réelles) indépen-
dantes et identiquement distribuées, d’ espérance mathématique . et de variance 2.
On définit les sommes S, = X; + X, + ... + X,,, puis les variables centrées réduites
correspondantes :

S,—n
Zn = n u
o./n
Alors on apresque sirement :
lim sup n <1.
n==14J2Inlnn

On peut aussi dire, en « traduisant » la notion mathématique de limite supérieure,
que, pour tout ¢ > 1, il n'y aura presque slrement qu’un nombre fini d’ événements
«|Z,|>c /2InInn » qui seréaliseront.

Sur la présentation donnée en introduction de gains +1 ou —1, cela veut dire que, pour ¢ > 1,

S / - . . .
% ne dépassera % gu’un nombre fini de fois (et ~/2InInn est une fonction qui
n

tend vers|’infini tres trés lentement !).
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logit (transformation en) (logit transformation)

Transformation y = In(—l-ﬂF%(_))’ appliquée a la fonction de répartition empirique d une
distribution statistique d’un échantillon d’une variable aléatoire, et qui permet pour certains
types de lois de représenter graphiquement cette fonction de répartition par une droite (nota :
le «log » de logit est |e début du mot logistique).

log-normale (loi) (log-normal distribution)
Loi d'une variable aléatoire continue dont le logarithme est une v.a. normale.

Formulaire

Deux parametresréels: e R et o e R} ; vaeurssur lesréels positifs.

» Loi de probabilité
f densité

__ 1 (Inx —p)?
f =
:. (x) " 2nexp( o2 )(x>0)
[
|
|

n fonction de répartition

N X
espérance X
\xmédiane F(x) = Jof(t)dt (x>0)

mode

o

» Valeurs caractéristiques
2
— espérance: E(X) = exp(p + 92-)
— variance: Var(X) = exp(2u + 62) (exp(c?) —1)

— écart-type: o(X) = exp(u+ %E)A/exp((cz)—l)

» Autres valeurs caractéristiques

mode : My = exp(u + 62) médiane: M = exp(u)

» Utilisation

Si X suit une loi log-normale de paramétres u et 6, Z = In X suit une loi normale N(u, ©).
Attention ! 1 et ¢ ne sont donc pas I’ espérance et I’ écart-type de X.

Dans la pratique, laloi normale est une approximation de la « résultante multiplicative » de
grandeurs aléatoires positives, petites et nombreuses, et pas trop mutuellement dépendantes...
Cette loi est tres employée par les utilisateurs professionnels. Néanmoins, lorsque I’ écart-
type est faible devant I espérance (inférieur au quart, par exemple), unetelle résultante multi-
plicative est souvent approchée par une loi normale « ordinaire » (la probabilité artificielle
que lavariable aléatoire soit négative est alors négligeable).

Remarque: laloi log-normale est parfois appelée loi de Gilbrat lorsque le paramétre
pest nul ; ce cas particulier est d’ un intérét trés limité.

loi conjointe
Voir couple de variables aléatoires.

m
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loi des estimateurs dans une régression et intervalles de confiance

On considére un couple (X, Y) de variables numériques, soit dans une situation de modéle
linéaire (X est aors un ensemble {x} de valeurs « maitrisées » et Y un ensemble {Y;} de
variables al éatoires normal es associ ées), soit dans une situation derégression linéaire ((X, Y)
est alors un couple de v.a. qui suit une loi normale a2 dimensions). On peut définir dans|’un
et I’autre casladroite de régression théoriquey = o + Bx, et ladroite de régression empirique
y=a+bx

On donne ci-dessous des estimations non biaisées de tous les paramétres et coefficients qui
interviennent (on peut employer au choix le langage des estimations, ou celui des estimateurs
(dont les estimations sont des « réalisations »)).

» Variances marginales et covariance
1 i=n 1 i=n 1 i=n
2 = = L —%X)2. 82 = ——_ . —V)2 = — =X L=\
Sx n_lizl(X. X)?, sy n_1;1@. ¥)?% Covy v n_liZl(X. XY =9)
sont des estimations sans biais de 6% , 64 et Covy y .
» Coefficients de la droite de régression, coefficient de corrélation
i=n
Z(Xi_)z)(Yi_Y)

b:i:li:n ,a=y-bx r

3 (x—%)2

i=1
sont des estimations sans biais de 3, o et p = Corr(X, Y) (quel que soit le mode de
calcul : les quotients qui définissent ces parameétres font disparaitre les dénomina-
teurs, qu'ils soient n ou n—1 (sous réserve de cohérence) et annulent donc I’ effet
des biais ou des débiais).
» Valeur de I'espérance conditionnelle
a + bx est une estimation sans biais de E(Y |X = X)
» Variance résiduelle

_ Covy v

SxSy

i=n
s2 = n—%Z(yi—(a+bxi))2estuneestimation sans hiaisde ¢ = 62.
i=1

On donne maintenant |es lois des estimateurs avec leurs parametres, qui seront utilisées soit
pour calculer desintervalles de confiance, soit pour effectuer destests d’ hypothéses (les deux
démarches étant, présentation exceptée, entierement équival entes).

Danstoutes les formules qui suivent, sreprésente laracine carrée de |’ estimation non biaisée
(ci-dessus) de lavariance résiduelle.

» Pente de la droite de régression

S , le quotient b—p suit une loi de Student & n— 2 degrés de

S s, =
b 5

i=n

Y (x—%)?

i=1

liberté.
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» Ordonnée a l'origine de la droite de régression

%2

a—o

, le quotient suit uneloi de Student an — 2 degrés

i=n

z (X =X)?

i=1

Sa

deliberté.

» Coefficient de corrélation
r

» Valeur de I'espérance conditionnelle

%1 * iz(;(_x)—‘z , le quotient @+ bX)S_E(Y\X =X)

«/n—2 suit uneloi de Student an — 2 degrés de liberté.

a+bx

_(@+bx)—(a+pBx)
S

suit une loi de Student an — 2 degrés de liberté

a+bx

loi d’'une variable aléatoire / loi de ([probability] distribution)
probabilité d'une variable aléatoire

Mesure de probabilité d' une variable aléatoire, qui peut étre explicitement décrite, ou bien
caractérisée en donnant les valeurs prises et laliste ou I’ expression de la mesure de probabi-
lité, ou encore définie par référence a une variable aléatoire « modéle » classique.

Exemple 1 casdiscret, liste desvaleurs et liste des probabilités : soit X lavariable aléatoire
qui prend lesvaleurs 1, 3 et 5 avec les probabilités 0,1, 0,8 et 0,1.

Exemple 2 cas discret, caractérisation des valeurs et expression mathématique des proba-
bilités : soit X la variable aléatoire qui prend les valeurs entieresde k =0 ak = n-1, avec les

e e n—k
probabilités définiespar P(X = k) =p,=2 nn=1)
Exemple 3 cas discret, référence & une variable aéatoire classique : soit X la variable de
Poisson P(1) de paramétre pL = 2,5.

Exemple 4 cas continu, caractérisation des vaeurs et caractérisation de la mesure de
probabilités par I’ expression de sa densité : soit X la variable aléatoire qui prend ses valeurs

(il faut bien sir contréler que 2: :t Py =1).

sur Iintervalle [-1, 1] avec la densité de probabilité f(x) = %(1 —x2) (il faut bien sOr controler

1
quej 1f(x)dx =1.

Exemple 5 cas continu, référence a une variable aléatoire classique : soit X la variable
normale N(y, o) de paramétres 1 = 1,39 et ¢ = 0,08.

Voir variable aléatoire (typologie).

loi jointe

Voir couple de variables aléatoires.

loi marginale
Voir couple de variables aléatoires.

Lorentz (courbe de concentration de)
Voir concentration (courbe de — de Lorentz).

m



Mann-Whitney (test de) (Mann-Whitney test, u-test)

Test d’hypothése non paramétrique utilisé pour comparer les distributions de deux échan-
tillons statistiques. Il fonctionne, non pas a partir des valeurs précises observées, mais a
partir des rangs de ces valeurs interclassées.

Si les variables aléatoires X et Y dont proviennent respectivement les deux échantillons ont
méme loi, elles ont en particulier méme espérance mathématique, et c'est trés souvent
comme test de I"hypothése dérivée « Ly = iy » que le test de Mann-Whitney est utilisé.
L’ hypothése (réellement testée) Hy = « X etY ont mémeloi » a pour conségquence immédiate
lasymétrie P(X <Y) = P(X >Y) (s leslois sont continues, on apar surcroit P(X =Y) =0, et

doncP(X <Y)=P(X >Y) = %). Lamise en cauvre du test de Mann-Whitney est une simple

exploitation de cette égalité des probabilités symétriques.

test non paramétrique de comparaison de deux lois de probabilité,
également utilisé pour comparer deux espérances mathématiques iy et Ly

* Données. Deux séries:
— un échantillon (Xq, X, ..., Xn ) de ny valeurs observées d une variable aléatoire numé-
rique X d’ espérance mathématique iy ;
— un échantillon (yq, Yo, .- an) de ny valeurs observées d' une variable al éatoire nume-
riqueY d espérance mathématique piy.
* Hypotheése réellement testée. Hy = « X et Y ont méme loi » contre H; alternative.
* Hypothése dérivée. Hy = « i = Ly » contre Hy = « Ly # Ly »

« Déroulement technique du test
1. Onclasselesny + ny valeurs observées par ordre croissant.

2. Oncalculelenombre Uy d'inversionsy; < x; (s'il y ades ex-agjuos, on compte = pour
tout coupley; = x;).

3. On calcule lavaleur observée de lavariable de test :
nyn
Uoo — XY
YX 2
/\/nxnv(nx +tny+1)
12
Lesvaleurs de référence de la variable de test sont alire soit dans des tables spécifiques pour

les petites valeurs de ny et ny, soit dans la table de la loi normale (centrée réduite), pour le
risque bilatéra o.

U =
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« Conditions et précautions
— Il n'y aaucune condition sur laloi communea X ety ;

— par contre, laloi normale (centrée réduite) est laloi limite pour la variable de test, ce
qui induit une condition de taille si I’on ne dispose pas de table spécifique ; il est clas-
sique de demander ny et ny > 10 pour pouvoir seréférer alatable delaloi normale.

Il régne un certain flottement dans I’ appellation de ce test. Il existe en effet un test de
Wilcoxon qui teste les mémes hypothéses dans la méme situation, en calculant la somme des
rangs au lieu de compter les inversions du classement. Ces deux tests sont completement
équivalents (la variable Wy du test de Wilcoxon et lavariable Uy y du test de Mann-Whitney

sont liées par larelation Uyy = Wy — %nx(n>< + 1) . Dans certains ouvrages, |les appellations

sont permutées.

marginal, e (marginal)
Dans une situation probabiliste ou statistique « bidimensionnelle » ou « multidimension-
nelle », qualifie ce qui concerne une seule des variables : probabilités marginales, densité
marginale, loi marginale, effectifs marginaux, fréquences marginal es, espérance ou moyenne
marginale, variance marginale, écart-type marginal.

Le mot s'inspire des tableaux « de contingence » pour deux variables, ou traditionnellement
les effectifs marginaux sont calculés dans |a marge droite (sommation des lignes) et lamarge
inférieure (sommation des colonnes).

Voir couple de variables al éatoires.

martingale (martingale)

Terme qui désigne dans la langue courante, dans un contexte de jeux de hasard, une stratégie
qui permet (qui permettrait...) de gagner a coup sir. Si le jeu n’est pas « équitable » (i.e. s
I’ espérance de gain du joueur est négative — c'est le cas notamment pour tous les jeux de
casino!), ¢’ est bien sir totalement impossible. Et si le jeu est « équitable » (i.e. si I espérance
de gain du joueur est nulle), un théoréme de calcul des probabilités énonce qu’il ne peut
exister de martingale que si lafortune du joueur est infinie.

Ce terme a été repris par les mathématiciens pour désigner une catégorie de processus
stochastiques (X,,) dont la propriété essentielle est que |’ espérance conditionnelle (a tout ce
qui précéde) de X, .1 (& ce niveau élaboré, |’ espérance conditionnelle est elle-méme une
variable aléatoire) est X,,. Ces processus peuvent notamment modéliser les gains cumulés
d’un joueur dans un jeu équitable.

Markov (Andrei)

Mathématicien russe (1856-1922). Il prépara la modernisation du calcul des probabilités et
introduisit les chaines d’ événements.

Markov (chaine de)
Voir chaine de Markov.

Markov (inégalité de)
Voir Bienaymé-Tchebychev (inégalité de).
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maximum de vraisemblance (maximum likelihood method)
(méthode du)

Méthode théorique d estimation des paramétres. On considére n valeurs observées (x;, X,
...y X;) d'un échantillon de n variables a éatoires indépendantes et de méme loi, loi dépendant
d'un parameétre 6. On définit alorsunefonction L (6 ; X;, X,, ..., X,) qui est, pour lavaleur 6 du
parametre, la probabilité de laloi jointe de I’ échantillon (X4, X, ..., X,,) dans le cas discret,
ou sadensitéjointe dans e cas continu. Consédérée comme fonction de 6 seul, cette fonction
S appelle la « vraisemblance ».

Dans son principe, laméthode du maximum de vrai semblance consiste a choisir comme esti-
mation de 6 la valeur qui maximise la vraisemblance L(0 ; X;, Xy, ..., X), i.€. la valeur pour
laquelle les observations effectuées avaient « le plus de chance » de se produire. Cette justi-
fication empirique est confirmée par des théorémes de mathématiques et cette méthode géné-
rale fournit des estimateurs qui sont trés souvent les meilleurs.

Maxwell (loi de) (Maxwell distribution)

Synonyme de Maxwell-Boltzmann (loi de).
Loi d'une variable aéatoire continue qui peut étre définie comme la racine carrée de la
somme des carrés de trois variables aléatoires normales indépendantes Y 1,Y , et Y 5, centrées

et de méme écart-type:
X= JY2+Y3+Y}

Formulaire

Un parametreréel ce R} (qui est I’ écart-type des v.a. normales indépendantesY;).
» Loi de probabilité

densité fonction de répartition

(x) = [g’ﬁgexp(—;—;) (x20) F(x):j:f(t)dt (x20)

nC

» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = ﬁCz 1,596¢

— variance: Var(X) = c2=0,454c2

— écart-type: 6(X) = /—3-—7;—_§c =~0,673c

» Utilisations

De par sa définition méme, laloi de Maxwell est laloi de la distance a1’ origine d’un point
aléatoire de |’ espace, dont les coordonnées sont trois variables al éatoires normal es indépen-
dantes, centrées et de méme écart-type.

C’est également, et « naturellement », laloi de la distribution des vitesses des molécules dans
un gaz ; on trouvera dans |’ article juste suivant mécanique statistique une justification de cette
distribution comme conséquence de la modélisation effectuée par la mécanique statistique.

Voir Rayleigh (loi de).

3n—8
T
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mécanique statistique (statistical mechanics)

Branche de la physique ayant pour but d’expliquer le comportement macroscopique d’un
systéme composé d' un grand nombre d’ éléments ou de de particules a partir de la modélisa-
tion microscopique de ses particules. Les grandeurs physiques macroscopiques sont modéli-
sées par des moyennes (des espérances mathématiques) relatives au systéme des particul es.
Cette discipline est intimement liée aux concepts fondamentaux de la thermodynamique
(entropie notamment) ainsi qu’'a la théorie de I'information. Son premier objet a été la
théorie cinétique des gaz (Boltzmann, Maxwell, Gibbs).

Considérons un systeme physique X constitué de N particules x, « distinguables»: X =
{x} <i<N. Sadynamique est régie par laloi de Newton (Vi ma, = F;), et I’ état microsco-
pique des N particules est représenté dans un espace abstrait appelé « espace des phases ».
Mais certaines grandeurs macroscopiques attachées a ce systéme (température, pression,
amantation, ...) ne dépendent pas «en détail » de son éat microscopique. Il est donc
possible de calculer ces grandeurs sans connaitre |’ état microscopique.

En mécanique statistique, on formule les postulats suivants :

1. Hypothése ergodique: les grandeurs « moyennes temporelles » (correspondant aux
mesures physiques qui s effectuent durant un temps trés long a I’ échelle des mouvements
microscopiques) sont égales aux grandeurs moyennes cal cul ées sur tous les états du systéme
selon uneloi de probabilité (dénommeée « ensemble ») qui attribue la probabilité p; a chaque
état i du systeme (1 <i < N).

2. Principe du maximum d’ entropie : laloi de probabilité des états du systéme est d’ entropie
S(X) =—Z; p; In(p;) maximale.

La maximisation de I’ entropie s effectue sous des contraintes reliées a I’ énergie des états. Si
on considére un systeme isolé de particules toutes de méme énergie E,, en nombre N = Q(E),

on trouve que tous | es états sont équiprobables et donc Vi p; = Sﬁ = exp(-S(X)) : ladistri-
0

bution de probabilité obtenue s appelle « ensemble microcanonique ».

Si on considére maintenant un systéme isolé de N particules et si on attribue une énergie E(i)

achague état du systéme, I’ énergie moyenne du systéme est <E> = X p; E(i). La maximisa-

tion de I’ entropie du systéme sous les deux contraintes, la contrainte triviale 2; p; = 1 et la

contrainte <E> fixée, conduit & une loi de probabilité de la forme p, = 21— exp(-B E()) : la
p

distribution obtenue s appelle « ensembl e canonique » ou encore « distribution de Gibbs ». Le

parametre lest identifié & KT, ou k est la constante de Boltzmann et T la température (en

B

degrés Kelvin) du systeme, et le coefficient Zg = 2, exp(-f E(u)) s appelle la fonction de
partition. C’ est apartir de cette fonction que |’ on peut calculer |es grandeurs macroscopiques:
par exemple I’ énergie <E> est égale al’ oppose de la dérivée partielle de Zg par rapport af.

[l faut ajouter que ces distributions sont établies dans le cadre de la mécanique classique et
que d' autres distributions interviennent dans le cadre de la mécanique quantique (statistique
de Fermi-Durac, statistique de Bose-Einstein).

C'est la distribution de Gibbs qui est a la base de la distribution de Maxwell-Boltzmann des
vitesses des molécules dans un gaz. Dans ce cas, |’ énergie considérée est |’ énergie cinétique.
Le probléme est un peu plus compliqué car I’ énergie varie contindment ; il faut considérer des
densités de probabilité et remplacer les sommes par des intégrales. Pour une particule de
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masse m, I’ état est defini par savitessev = (v, v, V,) €t on peut montrer que ladensité de proba-

bilité vérifie une formule analogue : f(v) = Zi exp(-Bu) ol u= % mv2 = % m(vZ + vZ+ v2).
En reportant |’ expression de Z (non donnée chi) et celle de u dansf(v), on obtient ladensité de
laloi de Maxwell-Boltzmann relative alaracine de la somme des carrés de 3 v.a. normales de
Bim = I% . On peut ensuite utiliser cette distribution pour calculer des grandeurs
statistiques et établir desrelations : la vitesse moyenne d' une particule est liée alatempérature

du systeme par <vZ> = ?’—:]-r , le produit de la pression par |e volume vaut nkT, etc.

variance 62 =

médiale (medial [value])

Indicateur de tendance centrale attaché a une variable aléatoire réelle X, en principe positive,
et qui représente généralement un « bien » susceptible d’ étre « possédé » par des individus.
Lamédiae est la (ou une des ...) valeurs qui partage la distribution (en probabilités) ou la
série des valeurs (en statistique) en deux parties qui « accumulent » laméme quantité du bien
(50 % de laquantité totale). Elle se « lit » de fagon trés simple sur la courbe de concentration
de Lorentz

médiane (median [value])

Indicateur de tendance centrale attaché a une variable aléatoire réelle. La médiane est la (ou
une des ...) valeurs qui partage la distribution (en probabilités) ou la série des valeurs (en
statistique) en deux parties de méme probabilité (0,5) ou de méme effectif (50 % de |’ effectif
total). Elle se note le plus souvent M ou Me. L’information qu'elle fournit peut étre
complétée par les quartiles, les déciles, etc.

Si lasignification concréte de lamédiane est simple et « parlante », latraduction formelle est
plus délicate.

Formules (calcul des probabilités)

Si lav.a. réelle X est discréte, caractérisée par I’ ensemble (fini ou dénombrable) de
valeurs {x}, avec les probabilités ponctuelles p, = P(X = x) , la médiane est toute

valeur M telle que:
in<|v|pi <0,5 et in>Mpi <05.

Le plus souvent, cela caractérisera une valeur unique x, pour laquelle on aura simul-
tanément zxi<xkpi <05 et zxisxkpi >0,5. Il pourra arriver exceptionnellement

qu'il existe deux valeurs consécutives x, et X, telles que I’on ait exactement
inSkai =0,5 et ExiZXMPi =0,5. Dans ce cas on peut prendre pour médiane

toute valeur comprise entre x, et x, ., (dans la pratique, on prend le plus souvent le
milieu ou une valeur « ronde »).

Si X est absolument continue, caractérisée par la densité de probabilité f(x), la
médiane M est définie par : M
I f(x)dx = 0,5

(Cela caractérise une valeur unique si la densité ne s'annule pas sur un intervalle au
centre de la distribution — circonstance exceptionnelle dans la pratique).
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Formules (statistique)

Si la série statistique présente des observations individualisées en nombre impair
2m+1: %X <X < ...<Xm: 1, lamédiane M est lavaleur centrale:
M =X+ 1-
Si la série statistique présente des observations individualisées en nombre pair
2m: X3 <Xy < ... < Xy, , ON peut prendre pour médiane M est toute valeur de I’ inter-
valle central :
M au choix entre X, et X, 4 1.

Xm+Xm+1)

Si la série statistique présente n observations individuelles regroupées selon k classes
d'effectif n; pour la classe g, . 4], il peut exister (cas exceptionnel) une valeur a,
telle que I' effectif des classes jusqu’a a, soit exactement la moitié de I’ effectif total
(et de méme pour |’ effectif des classes au-deladea,), alors:
M = a,.
Si la série statistique présente n observations individuelles regroupées selon k classes
d'effectif n; pour laclasse]a;, g ., 4], et S'il existe (cas genéral) une classe Jay, ay + 1]
telle I effectif des classes avant a, soit inférieur & la moitié de I’ effectif total, et
|" effectif des classes apres a, , ; soit inférieur alamoitié de |’ effectif total, alors:
— d'une part on dit que]a,, a, , 1] est laclasse médiane,
— dautre part, si lavariable est continue, on peut prendre pour valeur ponctuelle
M de la médiane la valeur qui partage I’ histogramme en deux parties d'aire
égale (on rappelle que la caractéristique de I” histogramme est d’ avoir les aires
proportionnelles aux effectifs).

<50% <50% =50% =50%
— —

(le choix est le plus souvent le milieu de cet intervalle central : M =

Cadlcul delavaleur médiane (par « interpolation linéaire ») : la classe médiane étant
]aw, &+ 1], on note F,_; la fraction d' effectif cumulée jusqu’a la classe précédente
(donc jusqu’a &) et f, lafraction d’ effectif de la classe médiane. Alors:

M =&y + (a1 —a) (05_—F“)

fx

médiane (test de la — de Mood) (Mood median test)

Test non paramétrique rapide qui compare deux distributions numériques par un khi—deux a
4 cases : on méle les deux échantillons numériques observés, on calcule la médiane globale
M et on porte comme effectifs observés le nombre de valeurs supérieures/inférieures a M
pour le premier puis pour le deuxiéme échantillon.

médiane (test de la valeur d'une)
Voir signes (test des).
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mémoire

« Le hasard n’ a pas de mémoire » (Joseph Bertrand, repris par Emile Borel). S'il se trouve
(par hasard !) quel’ on aobtenu 10 fois Pile en langant 10 fois de suite une piéce (« honnéte »
i.e. non faussée !), Face n’ atoujours qu’ une chance sur deux de sortir au 11¢ lancer, pas plus
(méme pas un tout petit peu plus !!!).

mesure de probabilité (probability measure)

Pour étre une mesure de probabilité, une application définie sur I’ ensemble des évenements

d'un espace probabilisable (Q, A) et a valeurs rédlles doit verifier des propriétés sur les

valeurs prises, et étre « additive». A un niveau éémentaire, on limite la vérification de

I’ additivité alaréunion finie.

On dit qu'une application P: A — R, définie sur I’ ensemble des évenements associés a un

espace fondamental Q est une mesure de probabilité si elle satisfait les trois propriétés (ou

«axiomes ») :

— pour toutA e A, 0<PA)<1;

- P(Q)=1;

- ANB =0 =P(AUB) = P(A)+P(B).

» Commentaires

1. «0 < P(A) <1 » signifie que les probabilités sont toujours positives, et inférieures ou
égaesal.

2. « P(Q) = 1 » est une autre maniére de dire que I’ unité des probabilités est la mesure de Q
dont on anoté, qu’en tant qu’ événement, il est I’ « événement certain ».

3. «AnNB = d=P(AuB) = P(A)+P(B) » signifie que, si deux événements sont
digoints, leurs probabilités s gjoutent. C'est trés exactement la caractéristique de toute
«mesure » (de longueur, d’ aire, de massg, ...).

A un niveau plus approfondi, il faut considérer la réunion infinie dénombrable, et vérifier la
« c-additivité ».
» Définition formelle compléte

On dit qu' une application P : A — R, définie sur I’ensemble de événements associés a un
espace fondamental Q est une mesure de probabilité s elle satisfait lestrois axiomes:

1. pourtoutAe A, 0<PA)<1;
2.PQ)=1;
3. s (A) (n=1,2,..)est une suite d éléments de A, deux adeux digoints, aors:
P(UA) = 3 Pay
n=1 n=1

Voir additivité.

méthodologie des tests d’hypotheéses
Voir tests d' hypothéses (méthodol ogie des).

milieu

Voir centre.
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modale (classe)

Dans une présentation ou les classes d'une distribution statistique sont d’ égale amplitude,
classe d' effectif maximal.

Voir mode.

modalité

Valeur que peut prendre une variable a éatoire ou une variabl e statistique (ou caractére) dans
les cas ou cette valeur est @ ément d’ un ensemble sur lequel on ne peut pas effectuer d’ opéra-
tion mathématique (addition notamment).

mode (mode, modal value)

Le mode d' une série statistique est en principe lavaleur la plus fréquente, i.e. lavaleur dela
variable pour laquelle I effectif est maximal. Lorsque la variable est discréte et ne peut
prendre qu’ un nombre restreint de valeurs, le mode est « trés bien » défini et ¢’ est une carac-
téristique de tendance centrale intéressante. Lorsgue la variable est discréte mais a valeurs
trés nombreuses, ou bien continue, la présentation se fait avec des regroupements en classes,
et le mode est en réalité une classe modale. Dans ce cas, il est obligatoire que les classes
soient d'égale amplitude ; en outre, la définition du mode peut varier selon le choix des
classes pour le regroupement des valeurs, et il faut vérifier que les classes ne sont ni trop
petites (entrainant des irrégularités non significatives) ni trop larges (« lissant » artificielle-
ment la distribution).

i

mode classe modale

On emploie également le mode en probabilités pour désigner la valeur de la variable de
probabilité maximale (pour une loi discréete) ou la valeur de densité maximale (pour une loi
continue).

Enfin, on peut imaginer que |’ on définisse des modes rel atifs, maximums locaux de |’ effectif.
Cette perspective se retrouve dans | es adjectifs unimodale, bimodale et plurimodale, utilisés
pour qualifier des distributions présentant, soit un unique maximum, soient plusieurs maxi-
mums importants et nettement séparés (le cas bimodal par exemple est souvent I’indice que
|asérie statistique a été constituée par un échantillonnage portant, vol ontairement ou non, sur
deux populations différentes et mélangées).

modeéle linéaire [gaussien] (linear model)
Méthode de représentation géométrique et d’ analyse statistique d’ une situation probabiliste
ou statistique « bidimensionnelle » ou « multidimensionnelle ». Dans le cas simple a deux
variables, la situation décrite et analysée par le modéle linéaire est celle d’ un ensemble {x;}
de valeurs « maltrisées » ou « contrélées » d’une variable x et, pour chague i, une variable
aéatoireY; « dépendante ». Le modéle linéaire gjuste la liaison entre les deux variables par
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unerelationY; = a + bx; + E;, ou chaque E; est une variable aléatoire « écart » (a priori gaus-
sienne). Le probléme fondamental est de rechercher les valeurs des coefficients numériques
a et b qui minimisent — en un sens approprié de ce mot — globalement les écarts E;.

Dansle cas multipleap + 1 variables (p > 2), il y a p variables « contrdlées » x;, de valeurs
{x;}, etlaliaison entreles p variables contrdlées x; et la (p + 1)-ieme variable dépendante est
gjustée par unerelaionY; = a+ b;x; + ... + byx, + E;, ou chague E; est une variable aléatoire
« écart » (a priori gaussienne). Le probléme fondamental est de rechercher les valeurs des
coefficients numériquesa, by, ..., b, qui minimisent —en un sens approprie de ce mot — globa-
lement les écarts E;.

Voir droite de régression linéaire.

modélisation (modelization)

Démarche intellectuelle par laquelle on représente une situation concréete dans le cadre et
avec les «outils» d'une théorie scientifique. Cette démarche a pour but de décrire et de
comprendre la situation concréte, et si possible de donner des éléments de prévision sur son
évolution.

Comme toute représentation, une modélisation nécessite une simplification de la situation
concréte (réduction de la complexité, diminution du nombre de variables et du nombre de
paramétres, approximations diverses), et sa pertinence — a tout le moins sa compatibilité —
doit déslors étre évaluée.

moindres carrés (droite des)
Voir droite des moindres carrés.

de Moivre (Abraham)

Mathématicien francais, huguenot réfugié en Angleterre (1667—1750). Il démontra le théo-
réme central limite pour laloi binomiale et écrivit Doctrine of Chances qui fut pendant pres
d’'un siecle le traité classique du calcul des probabilités (on y trouve notamment I’ indépen-
dance et les probabilités conditionnelles).

moments, moments absolus, (moments, absolute moments,
moments centrés moments about the mean)

Indicateurs numériques associés a une variable aléatoire réelle, et qui fournissent de
nombreux renseignements sur sa distribution. L’ espérance mathématique et la variance sont
des moments particuliers (cf. ci-dessous). En calcul des probabilités, les moments sont reliés
alafonction caractérique, et en statistique, ils sont notamment utilisés pour définir des indi-
cateurs de dispersion et de forme.

Etant donnée une variable aléatoire réelle X d’ espérance mathématique pu et un entier r > 1,
on définit les moments de X par les espérances mathématiques suivantes :

— moment (centréen 0) d’ordrer : m,(X) = E(X");
— moment centré d ordrer : w(X) =E(X-w";
— moment absolu d ordrer : M, (X) = E(X]").

» Cas particuliers

L’ espérance mathématique . est le moment m,, la variance 62 est |le moment centré m, ; par
ailleurs, par la définition méme de u, le moment centré d’ ordre 1 est égal a 0.
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Si la variable aléatoire est discréte (donnée par ses valeurs {x;} et les probabilités
ponctuelles p; = P(X = x;)), les moments se calculent par |es sommes :

inxirpi, in (Xi —)'p;, in IXi["P; -
Si lavariable aléatoire est absolument continue (donnée par sa densité de probabilité
f(x)), les moments se calculent par lesintégrales :

J'mxrf(x)dx, Jm(x —w)rf(x)dx, J.m\x\ f(x)dx.

Il faut remarquer qu'il 'y a pas de certitude que les sommes convergent, si I’ensemble des
valeurs est infini, ou que les intégrales convergent, avant de I'avoir effectivement vérifié.
Certaines variables aléatoires n’ ont pas de moment si r dépasse une certaine valeur. Enfin les
moments (définis ci-dessus dans le cadre du calcul des probabilités) ont tous un analogue
statistique, qui se calcule en adaptant de fagon évidente les fomules avec les sommes.

moments factoriels (factorial moments)

Indicateurs numériques associés a une variable aléatoire réelle, et qui fournissent des rensei-
gnements sur sa distribution. Dans |e cas particulier ou lavariable est a valeurs entiéres posi-
tives, ils sont reliés alafonction génératrice.
Etant donnée une variable aléatoire réelle X et un entier r > 1, on définit le moment factoriel
d’ordrer de X comme |’ espérance mathématique :

EX(X=1)...(X-r+1))

moments (fonction génératrice des)
Voir génératrice des moments (fonction).

moustaches (boite a)
Voir boite de dispersion.

moyenne (mean [value])

Lamoyenne, telle qu'’ elle est définie de facon standard en statistique, est adaptée al’ étude des
grandeurs a « sensibilité» additive (comprendre : grandeurs qui sont structurellement des
sommes de grandeurs « €lémentaires », ou bien qui ont un comportement « remarquable » par
addition). Mais ce n'est pas le cas de toutes les grandeurs. Par exemple, de nombreuses gran-
deurs positives (lataille ou le poids en biologie, le revenu ou la production en économie, €tc.)
ont une « sensibilité » multiplicative, attestée par exemple par la significativité du concept de
« taux » de croissance. Dans ce cas, la moyenne géométrique sera le concept |e mieux adapté.
Il est donc utile de définir les différents types de moyenne que I’ on peut étre amené a utiliser.

» Moyenne arithmétique

— de2nombresxety:
X +
mA:_ZY

— dennombresx;, X, ..., Xy :
CXgFXp X

n
m
A n
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» Moyenne géométrique
— de2nombres positifsx ety :
mg = w/xy
— dennombres positifs x4, Xy, ..., X,
Mg = (XX .- Xy) U1
» Moyenne harmonique
— de2nombresnonnuls xety:

4 i 2 1.1
définiepar — = =+=
my p My Xy
— de nnombres non nuls Xy, Xy, ..., X;,
e 1,1 1
définiepar - = =+ 2+ + 2
™ P My X X Xn

» Moyenne quadratique
— de2nombresxety:

— dennombresxy, X, ..., X, :

2 + %2 2
Mg = KZ+x3+ ... +x2
n
» Inégalités

L orsgque les moyennes sont toutes définies, on a:

my<mg<m, <mg
(inégalités dés qu'il existe deux nombres différents, égalités si et seulement si
tous les x; sont égaux)

Exemple Si un véhicule roule pendant letempst alavitesse v;, et ensuite pendant le méme
temps t ala vitesse v,, sa vitesse moyenne est la moyenne arithmétique de v; et de v,. Si un
véhicule roule sur une distance x ala vitesse v, et ensuite sur la méme distance x ala vitesse
V,, Sa Vvitesse moyenne est la moyenne harmonique de v, et de v,.

On peut si nécessaire généraliser ces formules pour effectuer des moyennes pondérées.

moyenne d'un échantillon statistique

Dans une situation d’ observation d'un échantillon statistique, 1a moyenne est le principal
indicateur numérique de tendance centrale. Parfois qualifiée de moyenne observée ou de
moyenne empirique ou encore de moyenne statistique, elle est définie comme la moyenne
numeérique des val eurs observeées.

La moyenne d’un échantillon d une variable aléatoire X se note le plus souvent my ou m,
(ou mou my, S'il Ny aaucun risgue de confusion), ou encore X .

Formule pour n observations individualisées X3, X, ..., X, :

Xy + X, + ...+ X

X :_...T...__n :%].in_
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Formule pour n observations individuelles regroupees selon k classes d'effectif n;
pour lavaleur §; : : : :

o mE g+ Fng _ N

X = - = Zfﬁj ouf; = -

j=1

Lorsque les classes sont desintervalles]a;, a ., 1], lavaleur « typique » §; qui est utilisée dans

. a: +a,
laderniére formule est celle du centre —1—2“—1 delaclasse.

moyenne d'un échantillon de variables aléatoires
Dans une situation probabiliste d’ épreuves répétées, avec un échantillon (X, X, ..., X;)
d'une variable aléatoire numérique, lamoyenne est est lavariable aléatoire :
X+ X+ .+ X,
n

M, =

moyenne mobile (moving average)
Etant donné une série chronologique & intervalles de temps réguliers (X;, Xp, ..., Xy, -..), ON
appelle moyennes mobiles d’ ordrek = 2p + 1impair les moyennes arithmétiques de k valeurs
consécutives. Ces moyennes sont généralement rapportées au temps médian, de sorte que

I'ona: 1 p
m2p+1(t) = 2p+1 Z X+
i=-p
Cette définition peut étre étendue au cas k = 2p pair, par exemple en comptant pour = Ies

valeurs extrémes: -1
111 1
m2p(t) = ﬁ[éxt—p"' z Xt+i+§Xt+p]

i=—(p-1)
L es moyennes maobiles sont utilisées pour « lisser » les courbes en atténuant I’ effet des fluc-
tuations accidentelles. Elles peuvent aussi étre utilisées pour « corriger » globalement la
série chronol ogique des « variations saisonnieres ».

moyennes (test de comparaison de)
Voir Student (test de).

multinomiale (loi) (multinomial distribution)

Loi d’une variable aléatoire discréete de « multi-compte » ak dimensions (vecteur aléatoire) —
ou d'un ensemble ordonné de k variables aléatoires discrétes — qui intervient dans les tirages
sansremise ak éventualités.

Formulaire

Un paramétre entier positif k qui est la « dimension » ; k paramétres réels (probabi-
lités des k éventualités) : p;, po, ..., P € [0, 1] et qui vé&rifient p; +p,+ ... +p=1
un parametre entier positif n qui est le nombre d’ épreuves.
Deux présentations possibles de lav.a. multinomiale :
— un vecteur aéatoire (N4, N, ..., N) & composantes entiéres ; valeurs prises:
des « k-uplets » (ny, Ny, ..., n) d entiers vérifiantn; + n, + ... + n,=n;
— unensemble ordonné (N4, N, ..., N}) de k variables al éatoires entiéres ; valeurs

prises : les méme k-uplets (ny, n,, ..., ny), appelés parfois « multi-entiers ».
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Deux notations possibles :
— P((N4, Ny, ..., N)) = (ng, ny, ..., )
— P(N;=n;etN,=nyet...et N, =ny)
» Loi de probabilité
n!

P(N;=n;etN,=n,et...etN,=n) = prl]l“_PEk
nd...ngt

(nota : le coefficient - In — s appelle le coefficient multinomial et posséde la

[EREERAAE

notation ( n ))
Ny...Ny

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(N;) = np,
variance : Var(N;) = np; (1 -p)

écart-type: 6(N)) = ,/np;(1-p;)
covariance (j # h) : Cov(N;, Np) =-—np; p, :
coefficient de corrélation (j # h) : p(N;, Np) = — Ji
. (1-pp(1-py)
» Cas particulier

Lorsque k = 2, on obtient laloi binomiale (avec les notations p, q au lieu de py,
p,, et k, n—kaulieu deny, ny).

» Utilisations

Laloi multinomiale est laloi du k-uple variable de « multi-compte » de k caractéres dans des
épreuves répétées — ou dans des tirages « AVEC remise ». On peut faire une présentation a
partir d’ une variable aléatoire X pouvant prendre k valeurs, codées 1, 2, ..., k avec les probabi-
lites p; = P(X =]) : les n épreuves répétées sont représentées par |’ échantillon (X4, X5, ..., X,),
les k composantes de lav.a. multinomiale sont définies par N; = Card {i[X; = i}.
Chague N; consideree isolément est une v.a. binomiale de paramétres n et p;.

Exemple Onlance 12 foisun dé. Quelle est la probahilité P d’ obtenir exactement deux fois

1, deux fois 2, ... deux fois6 ?Onak =6, p; = ... = ps = %,n:12, n=n=..=ng=2,

. 121 (1\12
dolP= —=—(=| = 0,00344.
o 2!“.2!(6)

multinormale (loi)
Voir normale a p dimensions (loi).

multiple (coefficient de corrélation)
Voir corrélation multiple (coefficient de).

multirégression

Voir droite de régression, régression a deux variables explicatives, corrélation multiple (coef-
ficient de).
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négation logique
Voir complémentaire.

Neyman-Pearson (lemme de, théoréeme de) (Neyman-Pearson lemma)
Theoreme qui permet de construire le « meilleur » test d’ hypothese lorsque H, et H; sont des
hypothéses simples. Etant donné une loi de densité L(0 ; X), un niveau o (probabilité de rejet
atort de Hp), et un échantillon (X4, X,, ..., X,,), le théoréme de Neyman—Pearson permet de
définir une région R de R" qui est une «région critique optimale » pour le test de Hy =
« 0 =0y»contreH; =« 0 =0, » Soit 1—f lapuissance du test (probabilité derejet justifié de
Ho). Alors, en conséquence du théoréme, le test avec la région R est le plus puissant, il est
sans biais (notion spécifique aux tests d hypothése qui signifieque 1 — > o), et il est conver-
gent (1 - — 1lorsquen — o).

niveau (level)
Mot ambigu qui est utilisé aussi bien dans I’ expression niveau de risque (notation tradition-
nelle o) que dans I’ expression niveau de confiance (notation traditionnelle 1 — o). Employé
de fagon absolue, ce mot désigne la probabilité de risque de rejet atort de I’ hypothese H,
(appelé aussi risque de premieére espece) pour un test d’ hypothese.

nombre de degrés de liberté
Voir degrés de liberté.

nominal, e
Se dit parfois d’ une variable statistique (ou caractére) qualitative.

non paramétrique (test) (non-parametric test)
Voir test d' hypothese.

normale (loi) (gaussian distribution, normal distribution)
Synonymes Gauss (loi de), Laplace-Gauss (loi de).
Loi delavariable aléatoire continue qui tient la place centrale dans e calcul des probabilités.

Formulaire
Deux parametresréels: ne R et 6 e R} ; valeurssur lesréels.
Loi de probabilité

densité
__1 (X —p)2 I
f(x) = exp( )
o./2n 202 :
— !
0 u X
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fonction de répartition

F(x) = jx f(t)dt

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =
— variance : Var(X) = 62
— écart-type: o(X) =c
Cas particulier fondamental pour la théorie
et pour les tables numériques : variable normale centrée réduite

» Loi de probabilité

1 X2
f(x) = —exp(——)
J2n 2
» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =0
— variance: Var(X) =1
— écart-type: o(X) =1

» Utilisations

En théorie, la loi normale est laloi limite de la somme (ou de la moyenne) dans une suite
infinie d' épreuves répétées — ¢’ est également la loi limite de la somme (ou de la moyenne)
d'une suite infinie de variables al éatoires vérifiant des conditions « raisonnables ».

Dans la pratique, la loi normale est une approximation de la somme — ou « résultante
additive » — de grandeurs aléatoires petites et nombreuses, et pas trop mutuellement dépen-
dantes...

Laloi normale est en outre utilisée comme approximation de la « résultante mutiplicative »
de grandeurs aléatoires positives nombreuses, lorque I’ espérance est grande devant I’ écart-
type (a partir par exemple de u > 46).

Laloi normale possede une propriété extrémement importante, la décroissance rapide de la
probabilité en fonction de I’ écart. Quelques valeurs numériques (N v.a. normale centrée
réduite) montrent cette décroissance :

PN |> 3) = 4,55 x 102,
PN |> 3) = 2,70 x 10-3,
PN |> 4) = 6,34 x 105,
PN |>5) = 5,72 x 107,
PN |> 6) = 1,97 x 10-°.

Une premiére conséquence est que dans la pratique on peut faire comme si |e dépassement de
4 ou 5 écarts-type était quasiment impossible. On peut indiquer, en anticipant sur la statistique,
une seconde conséquence : lorsque pour I'analyse d’ une situation ayant conduit a une hypo-
thése, I’ observation se trouve a plus de 4 ou 5 écarts-type de ce qui se passerait si I’ hypothése
était vraie, alors celle-ci peut étre rejetée sans aucune précaution de langage ni état d' ame.
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Théoréme d’ addition. La somme de deux variables aléatoires normal es indépendantes
My, o1) et M(u,, 6,) est une variable aléatoire normale MV(u, + Uy, /62 +62).

Cerésultat est fondamental dans toute la théorie du calcul des probabilités.

Calculs numériques

» Réduction

Si X suit une loi normale M{u, ¢) et si A suit laloi normale centrée réduite A0, 1),
ona

Pa<x <b) =P < n< b;“),

ce qui permet de ramener tout calcul relatif ades valeurs de M{u, 6) ades calculs sur
les valeurs de \, que I’ on peut trouver dans les tables.
» Tables de la loi normale

Si F est lafonction de répartition de laloi normale centrée réduite V, on trouve des

tables notamment de F(x) = P(NV < x), de 2(1-F(x)) = P(IV|> x), et de la fonction

réciprogue de cette derniere : écart réduit absolu x en fonction de sa probabilité de

dépassement o (soit donc P(V]> X) = o).
f

F(x)

X -X X

Exemple 1 On contréle la justesse d’ une balance en effectuant la pesée d’un objet-test de
250 g exactement. Si la balance est juste, le résultat doit étre représenté par une variable
aléatoire X de loi normale N(250, 0,6). Quelle est la probabilité que le résultat de la pesée
dépasse 251 g ?

X =250 _ 251-250 . X =250
> = 1,667 e
0.6 0.6 667) ou 5%
normale réduite. Si F est la fonction de répartition d’une v.a. normale réduite, la probabilité
demandée est 1 — F(1,667) = 0,048.
Exemple 2 On jette 1000 fois une piéce « honnéte », quelle est la probabilité que le
nombre de Piles soit compris entre 490 et 510 ?

Lavraie loi du nombre X de Piles est une loi binomiale B(1 000, 0,5), qu'il est raisonnable
d approcher par une loi normale de méme espérance et de méme écart-type, soit N/(500,
15,81). On pourrait calculer P(490 < X < 510) mais on commettrait une [égére erreur : X ne
prend que des valeurs entiéres et il faut, dans I’ approximation par la loi normale qui est
continue, étaler une valeur entiére k entre k — 0,5 et k + 0,5. Soit donc

489,5—-500 X -500 _ 510,5-500
<X < = : < '
PABSS <X <8109 =M= s 5 < T5ar 1581 )
= P(-0,664 < \'< 0,664).
On peut prendre une table de la fonction de répartition F et calculer F(0,664) — F(—0,664) =

0,493, ou bien, comme les valeurs sont symétriques par rapport & 500, prendre une table de
|"écart absolu (le résultat numérique est le méme'!).

Il faut calculer P(X > 251) = P( suit une v.a.
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normale a 2 dimensions (loi)  (2-dimensional gaussian distribution)
Loi d'un vecteur aléatoire a deux dimensions (X, Y) qui posséde la propriété fondamentale
suivante : pour tout a réel et tout b réel, lacombinaison linéaire aX + bY est unev.a. normae
(scalaire).

Formulaire
Cing paramétresréels: uy, Uy € R, oy, 0y € R}, pe ]-1, 1].

nota : si p, qui représente le coefficient de corrélation entre les variables « margi-
nales» a 1 dimension, était égal a—1 ou a1, laloi serait « dégénérée » et sa densité
serait nulle sauf sur une droite du plan (x, ).

Valeurs sur les couples de réels (i.e. les vecteurs de R?).

» Loi de probabilité

densité
1 1 X—1y)2 . (X—ly)(Y=Ly) (Y —Ly)2
o(x, y) = exp{ , (( lvzlx) _o O —Hy) | (Y LZLY) )}
216y Gy A1 —p2 2(1-p)\ o2 GOy o2

» Valeurs caractéristiques
Elles sont représentées de fagon standard par :

— le vecteur espérance mathématique (ﬁ X) ;
Y

2
pOoxOy Oy

2
) . . c 04O
- etIamatrlcedevarlance-covarlance{ x  POx Y].

normale a p dimensions (loi)  (p-dimensional gaussian distribution)
Synonyme multinormale (loi).

Loi d’'un vecteur aléatoireap dimensions (X4, X, ..., Xp) qui possede la propriéte fondamen-
tale suivante : pour tous ay, a,, ..., a, réels, lacombinaison linéaire a;X; + a,X, + ... + a,X,,
est une v.a. normale (scalaire).

Définition
Il faut utiliser un formalisme vectoriel et matriciel :

Xy X1
— on note X = X le vecteur v.a. normale a p dimensions et x = 2| le
Xp Xp

vecteur de ses composantes numeériques,
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My E(Xy)
— L E(Xz) . . .
— onnoteEy = |72 le vecteur espérance mathématique,
Mol [ECXp)

on note enfin Vy = (Cov(Xj, XW)1<j<p, 1<k<p @ «matrice de variance-
covariance » (qui doit étre une matrice « définie positive » pour que la loi ne
soit pas dégénérée).

Ladensité delaloi de probabilité de X est :

O(Xq, Xo, vy X5) = (270)P/2(dELV ) 1/2 exp{—%t(x —Ey)Vt(x— EX)} )

nuage de points (scatter diagram, dispersion diagram)
Dans une situation de description ou d’ analyse statistique d’ un échantillon (X4, Y1), (X, Y5),
.+(Xy ¥n)) d'un couple de variables numériques, désigne a la fois I’ensemble de points de
I’ espace R2 formé par I’ échantillon, et sa représentation graphique dans un systéme d’ axes.
Cette notion peut se généraliser a un nombre quelconque de dimensions, notamment en
analyse des données.

numérique (numerical)

Se dit des fonctions et des variables aéatoires qui prennent pour valeurs des nombres réels
(incluant bien sir et notamment les valeurs entiéres).



observé, e (observed, sample)
Lorsgue cet adjectif n’ est pas employé dans son sens général de lalangue courante, il est syno-
nyme d’ empirique et qualifie les paramétres des distributions stati stiques (moyenne observée,
variance observée, ...), par opposition aux parameétres « théoriques » des |ois de probabilités.

odds, odds ratio

Expressions anglaises (le mot odds signifie cote dans le monde des bookmakers) non traduites
en frangais qui désignent, notamment en épidémiologie et essais cliniques, des concepts
concurrents des concepts de probabilité et de risque relatif. Si p est la probabilité d’ un événe-

ment, son « odds » est le quotient 1—p—p . Ainsi, un événement de probabilité 0,20 aura un

«odds » de 0,25, correspondant a I’ expression de « 1 chance contre 4 ». La probabilité varie
de0al,l’ «odds»deOal’infini (il est néanmoinstresvoisin delaprobabilitélorsque celle-Ci
est faible). Etant donné un risque de référence p, et un risque p (par exemple calculé comme

moyenne d' une série d’ observations), le risque relatif est FJJ)_ , €t '« odd ratio » le quotient de
0

guotients 59—;-%;5% (trés voisin du risque relatif lorsgue les risques sont faibles).
0 —Fo
opérations sur les variables aléatoires

Effet sur les indicateurs (espérance mathématique, variance, écart-type) d’'un changement de
variable affine, i.e. d’un changement d’ origine (ou translation) et/ou d’ échelle (ou homothétie).

Translation de I'origine seule

Changement d’échelle seul

Cas général

EX+b)=EX)+b
Var(X + b) = Var(X)
o(X + b) = o(X)

E(aX) = aE(X)
Var(aX) = a2Var(X)
o(aX) = lal o(X)

E(@aX+b)=aEX)+ b
Var(aX + b) = a2Var(X)
o(aX + b) = lal 6(X)

Ces formules permettent notamment d’ associer a une v.a. réelle quelcongue une v.a centrée
N inciiite X—EX) 4 s

X — E(X), d'espérance nulle, et une v.a. centrée réduite o) d espérance nulle et

d’ écart-type égal a 1.

Voir somme de deux variables al éatoires.

ordinal, e

Se dit d’'une variable aléatoire ou d'une variable statistique (ou caractére) dont les valeurs
possibles sont des éléments que I’ on peut classer entre eux (auxquels donc on peut attribuer
un numeéro d’ ordre ou « rang »).

([rank] order statistic)
, Xp) €tant donné, désigne I’ échantillon des valeurs

ordre (statistique d’)
Un échantillon numérique (x;, X, ...
rangées par ordre croissant.
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parameétre (parameter)

En mathématique, mot qui qualifie de fagon générale un statut mathématique de nombre,
intermédiaire entre celui de constante (2, =, ...) et celui de variable (qui indique aussi bien un
choix variable qu'une réelle variation spatiale ou temporelle). Un paramétre est en quelque
sorte une variable dont on a «bloqué» la valeur pour étudier un probléme, quitte a la
« débloquer » ultérieurement.

En calcul des probahilités, ce mot est employé pour désigner les valeurs numériques qui
permettent de caractériser complétement une loi de probabilités.

Enfin, ce mot est parfois utilis€ comme synonyme d'indicateur numérique ou de valeur
caractéristique (d'une distribution). Cet usage, trop ambigu (et trop voisin de I’ usage précé-
dent) est a déconseiller.

paramétrique (test) (parametric test)
Voir test d' hypothese.

parente (loi)

Désigne parfois la loi de probabilité commune a toutes les variables aléatoires d’' un échan-
tillon.

parente (population)
Désigne parfois|a population dont est issu un échantillon.

Pareto (loi de) (Pareto distribution)
Loi d'une variable aéatoire positive continue utilisée pour modéliser I'inégalité des
richesses, imaginée en 1897 par |’ économiste et statisticien italien Vilfredo Pareto.

Formulaire

Deux paramétres réels: o € R (paramétre « de forme») ; x, € R} (paramétre
d origine et d’ échelle).

Loi de probabilité

A "
densité

0 Si X <X

|

! () =4 o /x\e+1

! _q(_o) si X > X,
Xo\ X
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fonction de répartition

! 0 si X <X,

F(x) = o
1 —()%) Si X 2 X,

=<V

0 Xo

» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = ﬁxo (a>1)

— vari : = % y2
variance : Var(X) (oc—l)z(oc—Z)Xo (0>2)
— écart-type: 6(X) = &i—l (OL(iZ)XO (0.>2)

» Utilisation

Dans son utilisation économique, la v.a. de Pareto X représente le revenu d’ un individu pris
- Xo\* . L
au hasard, X, étant le revenu minimum (F(x) = 1 — (;O) est donc la proportion desindividus

ayant un revenu inférieur ou égal ax) ; le paramétre o est généralement voisin de 2.

. . o , . Xo \*
Cette loi est également utilisée en décalant I’ origine (F(x) = 1 — (x +Ox ) (x=0)), defagon
0
amodéliser une situation ot le revenu minimal est nul.

En théorie, lavariable a éatoireY = In()—(x) suit une loi exponentielle de parametre —o..
0

Ainsi cette loi, qui modélise une variable continue positive de densité décroissante, peut étre

trés facilement « ajustée » grace a son logarithme, ce qui pousse a son utilisation comme loi

approchée dans des circonstances variées.

pari (bet)
Convention entre deux parties (par exemple deux joueurs dansun « jeu d’ argent »), qui enga-
gent chacune une somme d’ argent, et qui se dénouera lors d’ une épreuve aléatoire a venir.
Selon lerésultat de I’ épreuve, I une des parties versera al’ autre la somme convenue. Un pari
se modélise par une variable aléatoire « gain » d' une partie (et donc « perte » de I’ autre), ces
deux mots pouvant désigner des sommes de signe quelcongue. On dit que le pari est équi-
table si |’ espérance mathématique de cette variable aléatoire est nulle.

On peut également engager des paris sur des événements qui ne sont pas aléatoires, mais sur
lesquels I'information n’est pas compléte au moment du pari. Dans pareil cas, la modélisa
tion utilise la théorie probabiliste de I’ information.

partielle (coefficient de corrélation)
Voir corrélation partielle (coefficient de).
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partition
Voir systeme complet d’ événements.

Pascal (Blaise)

Mathématicien et physicien, puis écrivain francais (1623-1662). En répondant a des
problémes posés par le chevalier de Méré a lui-méme et a Robertval, il commenca I’ étude
systématique des probabilités. 1l entreprit ensuite une correspondance avec Fermat sur la
combinatoire et les probabilités et fit également destravaux en géométrie et en hydrostatique.

Pascal (loi de) (Pascal distribution)

Loi d’'une variable aléatoire discréte « temps d’ attente » du s-iéme succes dans des épreuves
répétées.

Formulaire

Deux parametresréels : s (entier > 1) qui représente le nombre de succes recherché ;
p (0<p<1) qui représente une probabilité (notation standard : g =1 —p).

Soit T la variable aléatoire de Pascal de paramétresset p; valeurs prises: s, s+ 1,
S+2, ..

» Loi de probabilité
= = k-1 sgk—-s
A=k =(527)p0
» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(T) = p§)

— variance: Var(T) = 5—21
p

— écart-type: o(T) =

/59
p

» Utilisation

Laloi de Pascal est le temps d’ attente du s-iéme succes dans des épreuves répétées, ou dans
destirages « AVEC remise » (le premier temps possibleest T = s).

Une variable aléatoire de Pascal de paramétres s et p est la somme de s variables aéatoires
géométriques de paramétre p.

Pascal (triangle de)
Voir triangle de Pascal.

Pearson (Karl)

Mathématicien britannique (1857-1936). Il établit la théorie générale de la corréation et
inventa le test du khi-deux.



140 permutation

permutation

Etant donné un ensemble E de n objets, une permutation de E est une suite (ou un rangement)
ordonnée de ces n objets.

Si I’on suppose les n objets numérotés de 1 an, une permutation est alors représentée par une

suite (Sy, S, -y Sy), OU les s sont les chiffres de 1 & n pris dans un ordre qui caractérise la
permutation.

Le nombre de permutations de n objets est n! (« factorielle » n).

Exemple E ={a, b, c}:il y a3 =6 permutations de E, notées de fagon simplifiée et
évidente : abc, ach, bac, bca, cab, cha.

Voir arrangements sans répétition.

plan d’expérience, plan factoriel  (sample design, factorial design)

Description du détail d’ une expérimentation lorsque I’ on étudie I’ effet de plusieurs facteurs
sur une variable (les facteurs étant le plus souvent supposés agir exclusivement sur |’ espé-
rance mathématique). Selon la nature de I’ étude et le « codt » unitaire de |’ observation, les
plans d' expérience seront de types trés divers, variant notamment par |es combinaisons entre
modalités (« niveaux ») des facteurs et le nombre de répétitions.

Voir analyse de |la variance a deux facteurs.

plurimodale (distribution)
Voir mode.

Poincaré (formule de)
Formule qui généralise laformule d' additivité :
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
PA; UA U .. UAY = 2y n P(A) =2y oo PA N A) + .
+(D)"PAL N AN LN AY.

Poisson (Simon-Denis)

Mathématicien francais (1781-1840). || étendit plusieurs résultats du calcul des probabilités
et fit également des travaux en physique mathématique.

Poisson (loi de) (Poisson distribution)

Loi d'une variable aléatoire discréte qui représente le nombre total d’ évenements survenus
jusqu’ a un temps fixé dans un processus de Poisson.

Formulaire

Un paramétre réel positif L.
Soit N lavariable al éatoire de Poisson P () ; valeurs sur N.

» Loi de probabilité

PN =1 = e
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Tu2 3
probabilités
» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(N) =pn
— variance: Var(N) =
— écart-type: 6(N) = J/u

» Utilisations

C'est laloi (exacte) du compte des événements dans un processus poissonnien : si letaux du
processus est A, le compte au tempst est une loi de Poisson de paramétre i = At.

Laloi de Poisson P(np) est une approximation de laloi binomiale B(n, p) lorsque le para-
meétre n est « grand », le parametre p « petit », et que le produit np (égal au paramétre i dela
loi de Poisson) reste dans une zone « moyenne » de valeurs (a apprécier en fonction de n et
de p). On traduit souvent cette approximation en disant que la loi de Poisson est la loi de
compte des événements « rares ».

Théoréme d’addition. La somme de deux variables aléatoires de Poisson indépen-
dantes P (u,) et P(u,) est une variable aléatoire de Poisson P(uq + LLy).

Exemple 1 (processus poissonnien). On suppose que, dans un process industriel, il se
produit en moyenne un incident tous les 3 jours. Quelle est la probabilité P qu'il y ait au
moins 2 incidents dans une journée ?

On peut supposer que la survenue des incidents est un processus de Poisson. Le taux
journalier est de 1/3. Si X est la v.a. de Poisson de paramétre u = 1/3, I’événement « au
moins 2 incidents dans une journée » est le complémentaire de « 0 ou 1 incident dans une

1/3)°, (1/3 1)6_1/3 = 46-1/3 = 0,955,
0! 1! 3

La probabilité demandée est donc P = 1 — 0,955 = 0,045.

Exemple 2 (événements rares — microbiologie). On désire contrdler la faible concentration
en bactéries d’ une solution. Pour cela on prend 1 ml de la solution que I’on dilue 20 fois,
puis on préléve dans la solution diluée 20 gouttes de 10 ul chacune avec lesquelles on
ensemence 20 boites de Petri. Au bout de 48 h, on constate que des colonies de bactéries se
sont développées dans 14 des 20 boites de Petri. Peut-on en déduire la concentration en
bactéries de la solution mére ?

Si v est le nombre moyen de bactéries par goutte de 10 pul, et X lav.a. nombre de bactéries par

journée», de probabilité P(X = 0) + P(X = 1) = (

0
goutte, X suit une loi de Poisson de paramétre v. On a donc P(X = Q) = \ée—" =eV. Oron

connait une estimation expérimentale de cette probabilité : 2% =0,3. Onen déduitv=-n0,3

= 1,20, puis, en multipliant par 100 (rapport entre 1 ml et 10 pl) puis par 20 (dilution), la

concentration de la solution mére : 2 400 bactéries par ml.
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Poisson (processus de), (Poisson process, Poisson trials)
poissonnien (processus)

M odele mathématique décrivant et caractérisant la réalisation d’ événements aléatoires indé-
pendants se succédant au cours du temps : des arrivées, des naissances, des pannes ou
défaillances ou incidents, des désintégrations, des déces... Parmi tous les processus, celui de
Poisson peut se caractériser de diverses fagons, dont la principale pour I’ utilisateur est d’ étre
« sans vieillissement » (Ou « sans Mémoire »).

Un processus de Poisson fait intervenir en premier lieu la suite croissante des temps

darivée: Tq, Ty, ..., Ty, ... , @ laquelle on peut associer les intervalles T,, T,—Ty, ...,
The1— Th - QUi SONt des variables aléatoires continues positives.
N(t)
=+ —
|
3“ ——
2+ —I :
| | |
1+ — | |
I | | I
0 T T T3 t

A cette suite de temps d’ arrivée (on posera T, = 0 par convention), on associe une « fonction

aléatoire » croissante de « comptage » N(t) qui est, pour chague t > 0, une variable aléatoire

discréte a valeurs entiéres positives (on dit aussi que N(t) est une « famille » de variables

aléatoires) : N(t) fait un saut de 1 chaquefois quet franchit unevaleur T,, (ainsi N(t) = n pour

te [Tn! Tn+ 1[)

Vu du point de vue des intervalles entre les temps d’ arrivée, le processus de Poisson est

caractérise par deux propriétés, d' unepart quelesv.a Ty, To—Tq, ..., Tyo 1 — Ty, .. SONt indé-

pendantes et de méme loi, d’ autre part que cette loi commune est une loi exponentielle de

parameétre A (appelé le taux du processus). On prendra garde que, pour h > 2, les différences

Then— T, (en particulier Ty, = Ty, ,— Tp) Ne suivent pas une loi exponentielle mais une loi

d’ Erlang !

Vu du point de vue de la fonction de comptage N(t), le processus de Poisson est caractérisé

par un ensemble de trois propriétés portant sur les probabilités d’ accroissement de N(t) :

— P(N(t + u) = N(t) + k)) ne dépend ni det ni de N(t), mais seulement de u et dek ;

— P(N(t + dt) = N(t) + 1)) est équivalent a A ot lorsque ot tend vers O ;

— P(N(t + 8t) > N(t) + 2)) est o(6t) lorsgue 6t tend vers O (la notation « o(dt) » signifie « tend
vers 0 plus vite que ot »).

En d'autres termes, entret et t + &t (8t trés petit), la fonction de comptage a une probabilité

voisine de 1 — A &t de rester constante, une probabilité voisine de A 6t d’ augmenter de 1, et

une probabilité infime d’ augmenter de plus de 1.

Le paramétre u delaloi de Poisson suivie par N(t) est égal at.

Dans une caractérisation mathématique rigoureuse du processus de Poisson, on établit

I’ équivalence entre |es propriétés des temps d’ arrivée et |es propriétés du processus de comp-

tage associé.

Pour lestemps d'arrivée : le processus de Poisson est caractérisé par les deux propriétés :

— lesva T, To=Ty, ooy o1 —Tp, ... SONt indépendantes, et lesvia To—Tq, o, Tpa1—Th
... sont positives et de méme loi (on dit que I’ on a un « processus de renouvellement ») ;

—lesva Ty, To—Ty, ..., The1—Tp ... SUiVeNt toutes une méme loi exponentielle de para-
meétre .
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Pour le processus de comptage N(t), noté plut6t N, : le processus de Poisson est caractérisé

par les deux propriétés:

— le processus est « a accroissements indépendants » : pour toute suite croissante 0 =t <t;
<..<t, lesnvariables aéatoires Ni — N, _, sont indépendantes ;

— pour tout t et tout u, lavariable aléatoire entiere N, , , — N, suit uneloi de Poisson de para-
métre L = Au (dans certaines présentations, cette deuxieme propriété est elle-méme
découpée en trois propriétés moins explicites dont I’ ensemble force le couple loi exponen-
tielle—loi de Poisson).

Polya (loi de)
Voir binomiale négative (loi).

polygone des effectifs / des fréquences (frequency polygon)

Procédé de « lissage » polygonal d'un histogramme : on goute aux deux extrémités de
I” histogramme des classes d’ effectif ou de fréguence nulle, et on trace le polygone qui joint
les milieux successifs des sommets des rectangles qui figurent les classes. De cette fagon,
|"aire totale sous le polygone est égale al’ aire totale de I histogramme, de fagon a respecter
laproportionnalité des aires aux effectifs ou aux fréguences qui caractérise les histogrammes
(cf. 3efigure ci-dessous).

Pour obtenir cette conservation de I'aire, il est impératif que toutes les classes soient de
largeur égale (si ce n'est pas le cas, il faut subdiviser artificiellement les classes les plus
larges pour obtenir I’ égalité de toutes les largeurs).

D" N

population (population)

Ensemble de référence, danslequel seront pris desindividus ou des échantillons d’individus.
Il ne faut pas prendre population et individus au sens biologique de ces mots, il s'agitici de
tout ensemble d'« objets (ou unités) statistiques », valeurs numériques, mots, documents,
biens matériels, faits ou phénomenes, ..., mais incluant bien sir individus biologiques,
notamment étres humains.

Cette notion est le concept statistique correspondant au concept probabiliste d’ espace fonda-
mental.

Exemple 1 Le corpus des mots anglais du vocabulaire technique de I’industrie chimique.
Exemple 2 Le parc des automobiles européennes en circulation au 1¢ janvier 2004.
Exemple 3 L’ ensemble des habitants de lacommune de Bégles en Gironde enregistrés lors

du recensement de mars 1999.
pourcentage (percentage)

Maniere de nommer et d’ écrire un nombre réel positif dans un contexte particulier (taux
d’ accroissement, grandeur économique, fréquence, probabilité, ...).
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Pour parler de I’ estimation, de I'intervalle de confiance et du test de Student relatifs a une
probabilité, un vocabulaire encore trés employé utilise « pourcentage» a la place de
« probabilité ».

prédiction, prédiction (intervalle de) (prediction interval)

On considere un couple (X, Y) de variables numériques, soit dans une situation de modéle
linéaire (X est aors un ensemble {x} de valeurs « maitrisées» et Y un ensemble {Y;} de
variables al éatoires normal es associées), soit dans une situation derégression linéaire ((X,Y)
est alors un couple de v.a. qui suit uneloi normale a2 dimensions). On peut définir dans |’ un
et I'autre cas ladroite de régression théorique y = o, + Bx, et estimer les coefficientsa et b de
ladroite de régression empiriquey = a + bx.

On peut alors prédire la valeur de 'Y lorsgue I'on donne X = x. L'intéré majeur est bien
entendu dans le cadre du modéle linéaire, ou lavariable x est contrélée. Lavaleur ponctuelle
de la prédiction est I espérance mathématique (conditionnelle) empiriquey = a + bx.

Si I’on veut donner |’analogue d’ un intervalle de confiance, |e probléme est mixte et il faut
tenir compte alafoisdel’incertitude sur I’ estimation de I’ espérance (mesurée par lavariance
propre de cette espérance : variance expliquée par larégression, cf. plus haut) et de lavaria-
bilité d’une valeur individuelle (mesurée par la variance résiduelle). On obtient ainsi un
« intervalle de prévision ou de prédiction ».

Valeur « probable » de y en fonction de x

Y _ _ ~
Sisy=s 1+%+JuL,quu0tienty E(:‘X X) Y (0;+[3X) suit

I=n
¥ 04 =%) ' '
i=1

une loi de Student an — 2 degrés de liberté.

On notera que I’ imprécision augmente assez rapidement lorsque I’ on extrapole en dehors de
la zone des abscisses des points observés.
Voir aussi décomposition de la variance.

presque sirement (almost certainly)
Locution utilisée lorqu’ un événement d'un espace probabilisé (€2, A, P), a priori différent
de Q, posséde une probabilité égale a 1. Par exemple, dans I’ espace qui représente une infi-
nité de parties indépendantes de Pile ou Face, I’ évenement « au moins une fois F » est de
probabilité égale a1l quoiqu’il ne soit pas « logiquement » certain : on peut imaginer quel’on
ait PPPPP.. indé&finiment (on peut imaginer... mais la probabilité est nulle!).

prévalence (prevalence)

Terme de statistique médicale, qui désigne la proportion d’individus atteints d’ une affection
aun moment donné dans une population (anglicisme).

prévision, prévision (intervalle de)
Voir prédiction.

probabilité (probability)
Nombre réel, compris entre O et 1, attribué a un événement.
Voir mesure de probabilité.
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probabilités (calcul des) (probability theory, theory of probabilities)

Branche des mathématiques qui définit les concepts et les outils fondamentaux adaptés a la
modélisation des phénomenes aléatoires, qui élabore une « panoplie » étendue de modeles
(« lois») adaptés aux diverses situations concretes a représenter, et qui énonce et démontre
|es théoremes de convergence relatifs a la répétition des expériences al éatoires.

Les théorémes de convergence («loi » des grands nombres, théoréme central limite...)
permettent ensuite de relier le calcul des probabilités et I'analyse statistique (statistique
«inférentielle »).

probabilités combinatoires (combinatorial [theory of] probabilities)
Partie du calcul des probabilités qui étudie les espaces finis et équiprobabilisés. La détermi-
nation des probabilités se ramene alors a des comptes d’ événements élémentaires et utilise
intensivement |es dénombrements étudiés en analyse combinatoire.

probabilité conditionnelle
Voir conditionnelle (probabilité).

probabilités composées (formule des)
Voir composées (formule des probabilités).

probit (transformation en) (probit transformation)

Transformation appliquée alafonction de répartition empirique d' une distribution statistique
d’un échantillon d’une variable aléatoire normale, qui permet de représenter graphiquement
cette fonction de répartition par une droite.

Voir droite de Henry.

processus [aléatoire], processus stochastique  (stochastic process)

Concept du calcul des probabilités qui fournit un cadre général pour I'étude des suites
temporelles de variables aéatoires. On peut considérer qu’un processus aléatoire est une
« fonction aléatoire » ol lavariable est |e temps. Plutdt que d’ écrire f(t), la « valeur » de f(t)
étant une variable aléatoire, on écrit généralement (X,,) lorsgue le temps est discret (et on
parle de la suite (X,,) de v.a), ou bien (X,) lorsque le temps est continu (et on parle de la
famille (X,) de v.d). Les valeurs prises par e processus sont les éléments d’un ensemble &,
appel é « espace des états » du processus, et qui peut étre fini, dénombrable ou infini continu.
Une «rédisation » du processus, i.e. une suite (discréte ou continues) de valeurs prises
S appelle une trajectoire.

Exemple 1 On considére une suite de parties de Pile ou Face indépendantes et on note S,
le nombre de Pile (par exemple) aprés la n-iéme partie. La suite croissante (S,) est un
processus a temps discrets et a valeurs discrétes appel é processus ou schéma de Bernoulli.

Exemple 2 On considére une « particule » sur une droite qui part de I’origine et qui, a
chaque unité de temps, effectue un saut de 1 vers la droite ou vers la gauche avec égales

probabilités % . On note X, I’abscisse atteinte & I'instant n. La suite (X,,) est un processus a

temps discrets et a valeurs discrétes appelé marche aléatoire (ce processus est trés proche
d’un processus de Bernoulli et la principale différence est dans la présentation).

Exemple 3 On considére un ensemble de « particules». A chague unité de temps (qui
représente une « génération »), chague particule « engendre», de fagon indépendante et

selon une loi de probabilité fixée, un certain nombre de «descendants». On note A, le
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nombre de particules a la génération n. La suite (A,)) est un processus a temps discrets et a
valeurs discretes appel € processus de branchement ou processus de Galton-\Watson.

Exemple 4 On considére une succession de «pannes», modélisée par une famille
croissante (N,) de variables aléatoires : pour chague temps t, la valeur de N, est égale au
nombre total de pannes survenues entre O et t. Si I'accroissement de N, vérifie un certain
nombre de régles mathématiques qui modélisent la survenue de pannes a taux constant et
«sans mémoire », la famille (N,) est un processus a temps continus et a valeurs discréetes
appel é processus de Poisson.

Exemple 5 On considére une généralisation de la marche aéatoire, a temps continus et a
valeurs dans un espace géométrique (R, R2, R3, ...), et on appelle X(t) la position de la
« particule» al’instant t. On dit que ce processus (partant de |’ origine a I’instant 0) est un
mouvement brownien s'il vérifie les deux propriétés: 1° il est a « accroissementsindépendants
et stationnaires » (leslois de X(t,) — X(t;) sont indépendantes et ne dépendent que det, —t;) ;
2° pour tout t laloi de X(t) est une loi normale centrée en 0 et d « extension » proportionnelle

a J/t (dans le cas de la dimension 1, cela veut dire loi normale « ordinaire» d écart-type

proportionnel & ./t , dansle cas général, celaveut direloi normale « multidimensionnelle » de
« matrice de variance-covariance » proportionnelle at).

Voir chaine de Markov.

processus de Bernoulli
Voir Bernoulli (schéma de).

processus de Poisson
Voir Poisson (processus de).

produit de deux variables aléatoires (réelles)

Des formules générales existent pour les probabilités et les densités, mais on se limiteraici

au cas de v.a. indépendantes.
Variables aléatoires réelles discrétes et indépendantes
On suppose X définie par I’ensemble {x;} des valeurs prises et par les probabilités
ponctuelles p; = P(X = x;).

On suppose Y définie par I'ensemble {y;} des valeurs prises et par les probabilités
ponctuelles g; = P(Y =y;).

On pose Z = XY.
Formule 1 :

P(Z=2)= z Pidj

Xjy:=1
(comprendre : sommer sur |’ ensemble des coJupIeS (i,]) telsque x y; = 2).

Formule 2 équivalente :

PZ=2)= ZP(X = xi)P(Y = f)

. A _ . .
(comprendre : prendre P(Y = ;i) = P(Y =y;) lorqu'il existe une valeur y; telle que

Y, = )—f— prendre P(Y = )%) =0 lorsgqu’il n’en existe pas).
I I
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Variables aléatoires absolument continues et indépendantes

On suppose X définie par sa densité f(x).
On supposeY définie par sa densité g(y).
On pose Z = XY.

Ladensité h(z) de Z est donnée par :

@)= f(X)g(i)‘%( = g(y)f(i)%ly‘

(nota : si X et/ouY prend ses valeurs sur une partie seulement de R, avec donc sa
densité nulle a I’ extérieur, ne pas oublier de réduire en conséguence |’intervalle
d’intégration).

Exemple On considére deux v.a. X; et X, uniformes sur [0, 1] et on définit leur produit
Z = X4 X,. Donner la densité de probabilité h de Z.

Les densités f; et f, de X, et X, sont nulles hors de I'intervalle [0, 1) et égales a1 sur cet
intervalle. Donc le facteur f;(X) restreint I'intervalle d'intégration a [0, 1] et oblige z &

appartenir également a cet intervalle (pour que h(z) soit = 0). Le facteur fy( )Z( ) restreint quant
alui I'intervalle d'intégration a [z, 1]. On en déduit finalement la valeur de la densité :
1
h@) = | X - _Inz(0<z<1),
2 X
d’ou I’on peut déduire I’ expression de la fonction de répartition :

0 siz<0
H(2=4z-zInz si0<z<1
1 siz>1

Indicateurs

Aucune propriété dans |e cas général.
Casou X etY sont indépendantes :
E(XY) = E(X) E(Y).

Voir opérations sur les variables aléatoires.

produit d’espaces probabilisés (product of probability spaces)
Concept permettant de modéliser efficacement I’ étude global e de la survenue (simultanée ou
séquentielle) de plusieurs phénomenes al éatoires.

On digoindrale cas discret du cas général.

» Cas discret

Soient (4, P(,), Py) et (€2,, P(Q,), P,) deux espaces probabilisés discrets (i.e. finis ou
dénombrables). On se place dans la situation standard ou les tribus sont les ensembles de
toutes |les parties. On définit |” espace probabilisé produit avec :

— pour espace fondamental e produit cartésien Q; x Q,,

— pour tribu d’ événements |’ ensemble de toutes les parties P(Q; x Q,),

— pour mesure de probabilité la mesure P définie par :

VX € Qi VY € Qp P((%,Y)) = Pi0x) Px(Y))-
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Cette indépendance « ponctuelle » entraine I’ indépendance générale :
VAi C Ql VBJ C Qz P(Al X BJ) = Pl(AI) P2(B])
Exemple SiQ;=Q est!|’ espacefondamenta a6 événements élémentaires qui représente le
lancement d’un premier dé, et Q, = Q est I espace fondamental & 6 évenements élémentaires
qui représente le lancement d’un deuxieme dé, le produit cartésien Q; x Q, = Q2 représente
le lancement des 2 dés. Il contient 6 x 6 = 36 événements élémentaires. Et |’ équiprobabilité

Vi V) P(x) = P(y) = % entraine I" équiprobabilité v (i, j) P((, y))) = 3%'

Cette construction se généralise sans difficulté a un nombre fini d’espaces probabilisés
discrets.
» Cas général
Soient (Q,, Aj, Py) €t (€, A,, P,) deux espaces probabilisés quelconques. On définit I’ espace
probabilisé produit avec :
— pour espace fondamental le produit cartésien Q; x Q,,
— pour tribu d'événements la « tribu produit » (notée A; ® A,), qui est la tribu engendrée

par les produits cartésiens A; x B, pour A; € Ay, Bj e A,,
— pour mesure de probabilité la mesure P (parfois notée P; ® P,) caractérisée par :

VAi € Al VBJ S ./42 P(/A\I X Bj) = Pl(AI) Pz(BJ)

Cette mesure est faite pour rendre indépendants les événements « qui ne dépendent que du
premier espace » avec les événements « qui ne dépendent que du deuxieme espace », et ¢’ est
un résultat mathématique essentiel de montrer qu’ elle existe et est unique.
Cette construction se généralise sans difficulté a un nombre fini d’ espaces probabilisés, mais
le probléme se complique lorsque I on veut effectuer e produit d’un nombre infini d’ espaces
probabilisés (discrets ou non), de maniére a donner un cadre convenable al’ étude des suites
infinies (w,, ®,, ..., ®,, ...). Lathéorie mathématique qui permet de construire ce cadre repose
sur la considération privilégiée des événements « observables », qui ne font intervenir qu’un
nombre fini d'indices.

puissance [d'un test] (power [of a test], strenght)
Désigne, pour un test d hypothese, la probabilité de rejet justifié de I'hypothése H, (le
contraire, non-rejet de H, aors qu'elle est fausse, est le risque de manque de puissance,
appelé aussi risque de seconde espéece).

Lorsque I’ hypothése H, est du type « 6 = 6, », ou 6 est un paramétre de laloi testée, la puis-
sance est une fonction de la vraie valeur 6 du paramétre, d’ autant plus voisine de 1 que 6 est
éloignéde 6y .

pyramide des ages (age pyramid)
Double histogramme en miroir représentant

100
pour les hommes et pour lesfemmes|ladistribu- H ’L %0 :L‘ .
tion du caractére « age ». Dans saversion tradi- | 80 |
tionnelle, la pyramide des ages est figurée avec | 70 |

permutation del’ orientation des axes : I’ axe des [ 60 |
abscisses (pour I’ &ge en années, ou |'année de I jﬁ |
naissance, selon la présentation) est vertical, et | 30 |
I’axe des ordonnées (pour le nombre ou la | | 20 | |
proportion des personnes, ce qui revient visuel- I 10 I

lement au méme) est horizontal. ' ' ' 0 ' ' '
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qualitatif, ive

Se dit d'une variable aéatoire ou d’'une variable statistique (ou caractére) dont les valeurs
possibles — souvent appelées dans ce cas « modalités » — sont des é éments d’un ensemble
sur lequel on ne peut pas effectuer d’ opération mathématique (addition notamment). Il arrive
néanmoins qu’un codage d'une variable qualitative donne a ses modalités I’ apparence de
nombres.

quantile [d'ordre o] (quantile [of order o, a—quantile)

Indicateur de position attaché a une variable aléatoire réelle, utilisé essentiellement en statis-
tique. Concrétement le quantile d’ ordre o est la(ou une des ...) valeur qui partage lasérie des
valeurs en deux parties de fractions o et 1 — o de I’ effectif total. Certains quantiles portent
des noms spécifiques : quartiles, déciles, centiles.

Si lasignification concréte des quantiles est simple et « parlante », la traduction formelle est
plus délicate. On adaptera sans difficulté le formulaire détaillé pour lamédiane.

Synonyme de fractile [d ordre o .

qguantitatif, ive

Se dit d'une variable aéatoire ou d’'une variable statistique (ou caractére) dont les valeurs
possibles sont des « grandeurs », éléments d’ un ensemble mathématique, de nombres ou de
vecteurs le plus souvent, sur lequel peut effectuer des opérations mathématiques, des addi-
tions notamment (ce qui permet de définir espérance mathématique ou moyenne, €tc.).

On peut ou non considérer comme des variables quantitatives les variables « ordinales »,
dont les valeurs possibles sont des éléments que |’ on peut classer entre eux (auxquels donc
on peut attribuer un numéro d’ ordre).

quantité d’'information
Voir information (quantité d’).

quartile (quartile)

Indicateur de position attaché a une variable aléatoire réelle. Concrétement c’est la (ou une
des ...) valeur qui partage la distribution (en probabilités) ou la série des valeurs (en statis-
tique) en deux parties de probabilités 0,25 et 0,75, ou d' effectif 25 % et 75 % de I’ effectif
total. On parle parfois de quartile inférieur et de quartile supérieur.

Si la signification concréte des quartiles est simple et « parlante », la traduction formelle est
plus délicate. On adaptera sans difficulté le formulaire détaillé pour lamédiane.

Quételet (Adolphe)

Astronome et mathématicien belge (1796-1874). Il appliqua les probabilités aux sciences
humaines et al’ anthropométrie et fonda |a statistique sur le calcul des probabilités.
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quotient de deux variables aléatoires (réelles) (quotientof
random variables)

Seul le cas absolument continu possede des applications pratiques. En outre, quoique des
formules générales existent, on se limiteraici au cas de v.a. indépendantes.

Variables aléatoires absolument continues et indépendantes

On suppose X définie par sa densité f(x), et on pose F(x) safonction de répartition.
On suppose Y définie par sa densité g(y), et on pose G(y) safonction de répartition.

OnposeZ = X .
Y
Ladensité h(z) de Z est donnée par :
h@ = [ fyzewlyldy.

(Nota : si X et/ou’Y prend ses valeurs sur une partie seulement de R, avec donc sa
densité nulle a I’ extérieur, ne pas oublier de réduire en conséquence I'intervalle
d’intégration.)
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randomisation (randomization)

Introduction volontaire d’'un élément aléatoire dans un processus (au sens courant du mot).
Procédé utilisé en médecine pour les tests de comparaison d' efficacité de deux traitements
d’une pathologie : pour éviter toute perturbation du test notamment par effet placebo, on tire
au sort le traitement donné a chaque patient.

rangs (coefficient de corrélation des)
Voir corréation des rangs (coefficient de).

rapport de corrélation
Voir corrélation (rapport de).

rapport des variances (test du)
Voir Fisher-Snedecor (test de).

Rayleigh (loi de) (Rayleigh distribution)

Loi d'une variable aéatoire continue qui peut étre définie comme la racine carrée de la
somme des carrés de deux variables aléatoires normales indépendantes Y ; et 'Y ,, centrées et

de méme écart-type :
X=,JYZ+Y?

Formulaire

Un paramétre réel : ¢ e R} (qui est I’ écart-type des v.a. normales indépendantes'Y ;
ety,).

Loi de probabilité

0 X
densité fonction de répartition
fx) = Xex ( Xz) (x>0) Fo) = [‘ftdt (x=0)
— P 2c2) - Io a
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» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = cﬁ ~1,253c

— variance: Var(X) = A'Z;th2 =0,429¢2

— écart-type: 6(X) = /%Ecz 0,655¢

» Utilisations

De par sa définition méme, laloi de Rayleigh est laloi de la distance al’ origine d’un point
aléatoire d' un plan, dont les coordonnées sont deux variables aléatoires normales indépen-
dantes, centrées et de méme écart-type.

Danslapratique, laloi de Rayleigh est utilisée par les spécialistes de théorie du signal pour
étudier lefiltrage d’ un « bruit gaussien ».

C'est enfin un cas particulier de la loi de Weibull (pour la valeur B = 2 du paramétre de
forme) ; dcetitre elle est utilisée en théorie de lafiabilité des systémes.

Voir Maxwell (loi de).

recensement ([complete] census)
Recueil de données sur latotalité des individus d’ une population.

rectangulaire (loi) (rectangular distribution)
Voir uniforme continue (loi).

réduit (écart)
Voir écart réduit.

réduite (variable aléatoire)

Se dit d'une variable aléatoire X dont |’ écart-type est égal a 1. Dans la pratique, on ne consi-
dére que rarement des variables al éatoires réduites mais non centrées.
Voir centrée réduite (variable aléatoire).

réel (nombre) (real)
Nombre « ordinaire », tel que 19, -1, % , €05,0,123456789, %c,—0,875, 3, ...

Dans des expressions telles que « fonction réelle » ou « variable aléatoire réelle », les adjec-
tifs « réel(le) » et « numérique » sont entierement synonymes.

région d’acceptation (acceptance region)
Voir région critique.

région critique (critical region)
On considére un test d’ hypothése, auquel est associé une hypothese H,, et une « variable de
test » ou « variable de décision » T & valeurs dans un ensemble E (le plus souvent R ou R,).



© Dunod — La photocopie non autorisée est un délit.

régression, régression linéaire 153

Etant donné un risque o, la procédure de test définit une région W = W(o) de E : si lavaleur
observée de T appartient 2 W, on rejette Hy, sl T n’appartient pas aW (donc appartient ala
région complémentaire), on ne rejette pas Hy. On appelle W région critique (pour le test
considéré et le niveau o), et son complémentaire région d acceptation.

régression

Voir courbe de régression, droite de régression, décomposition de la variance, loi des esti-
mateurs dans une régression et intervalle de confiance, prédiction.

régression a deux variables explicatives

On se limite a donner ci-dessous les formules relatives ala régression linéaire a deux varia-
bles explicatives, lesformules les plus générales— qui utilisent nécessairement le formalisme
matriciel — pourront étre trouvées dans les ouvrages spécialisés.

On suppose que I’on a un triplet (X, X,, Y) de variables aéatoires qui suit une loi normae a
3dimensions, X, et X, sont lesvariables « explicatives » et Y lavariable « dépendante ». On a
Y = o+ B,X; +B,X, + E, ou E est une variable al éatoire globale « écart »; | espérance condi-
tionnelle est une fonction linéaire (affine) de x : E(Y [X; = xq €t X5 =Xy) = o + ByXq + PoXo, €t
lavariance conditionnelle est la constante 62.

Formulaire

Cas d’'un échantillon observé de n triplets de valeurs numériques ((Xi1, Xo1, Y1),
(X12, X22, ¥2), -y (X0 Xons Y))-
Les estimations (non biaisées) a, b, et b, de o, B, et B, sont les solutions du systéme:

an  + b yx; o+ by X =DV
ayx; + b XEi o+ B XXy = D X4
aY X + b Y XXy + by Y X3 = Y X
Une estimation non biaisée de la variance résiduelle 62 est :
i=n

s2 = ﬁ Y (Vi = (@ +byxg; +byXy))2.

i=1

régression, régression linéaire (regression, linear regression)
Méthode de représentation géométrique et d’ analyse statistique d’ une situation probabiliste
ou statistique « bidimensionnelle » ou « multidimensionnelle ». Dans le cas simple & deux
variables, la situation décrite et analysée par la régression est celle d’ un couple (X, Y) de
variables aléatoires qui suit a priori une loi normale a 2 dimensions. La variable X est
souvent appel ée « explicative » et lavariableY « dépendante ». Larégression linéaire gjuste
laliaison entre les deux variables par unerelationY = a+ bX + E, ou E est une variable aléa-
toire « écart » (qui est normale a 1 dimension). Le probléme fondamental est de rechercher
les valeurs des coefficients numériques a et b qui minimisent — en un sens approprié de ce
mot — I’ écart E. Simultanément, les coefficients a et b sont ceux de la droite de régression
y=E(Y[X =x) =a+ bx, qui est, si I"hypothese de linéarité est correcte, la courbe de régres-
sion.

Lecasgénéral, oulaliaison est delaformeY =a+ bf(X) + E, avec f fixée (et E normale), est
le plus souvent traité par adaptation du cas linéaire, qui reste le cas fondamental.
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Danns le cas multiple ap + 1 variables (p > 2), il y a p variables « explicatives » X;, et la
liaison entre ces p variables et la (p + 1)-iéme variable « dépendante » est gjustée par une
relationY =a+byX; + ... + b,X, + E, ol E est une variable a éatoire « écart » (a priori gaus-
sienne). Le probléme fondamental est de rechercher les valeurs des coefficients numériques
a, by, ..., b, qui minimisent — en un sens appropri€ de ce mot — globalement | écart E.

Le cas généra est, comme précédemment, le plus souvent traité par adaptation du cas
linéaire.

Voir droite de régression linéaire, corrélation (rapport de), corrélation multiple (coefficient
de).

répartition (fonction de) (distribution function)
Fonction réelle F associée a toute variable aléatoire réelle X :

F(xX) = P(X <X).
Cette fonction est croissante (au senslarge) et variede O pour X = —e al pour X =oco, Si X
est unev.a. discréte, elle varie par sauts, si X est une v.a. continue, €lle varie continuement.

F(x)
1t1—-=-=-=-=-==-= —
—
—I
0 X; X
cas discret fini cas continu

fonction de répartition

Si X est discréte, caractérisée par I’ ensemble (fini ou dénombrable) de valeurs{x},
avec les probabilités ponctuellesp; = P(X = x) , on a:

F(X) = ZX-SXpi ,

(selon les cas, il s agirad’ une somme finie ou d’ une somme infinie).
Si X est absolument continue, caractérisée par la densité de probabilité f(x), on a:

F(x) = j f(t)dt

Certains manuels définissent la fonction de répartition comme la probabilité P(X < x), la
différence est minime (et méme nulle lorsque lav.a. est continue).

Lanotion de fonction de répartition se généralise naturellement et sans difficulté a un couple
puis a un « n-uple » de variables aléatoires réelles.

répétées (épreuves)
Voir épreuves répétées.

représentatif (échantillon)
Voir échantillon représentatif.

résumé numeérique
Voir indicateur.
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robuste, robustesse [d’un test] 155

réunion (logical sum)
Dans la formalisation ensembliste des espaces probabilisables, les événements sont des
parties de I’ espace fondamental Q. Si I’on considére deux évenements A, B, leur réunion
A U B est un événement dont la réalisation correspond aladisionction logique « A ou B » :

wne AuUBsS (we Aouwe B)

Cela se généradise sans difficulté a un nombre supérieur d’ événements. Les deux notations
ensembliste et logique : A U B, A ou B, sont parfaitement synonymes.

Exemple On considére le tirage d’ une carte dans un jeu ordinaire de 52 cartes. La réunion
de I’événement A = « tréfle » (13 événements élémentaires) et de I’ événement B = « Roi »
(4 événements éémentaires) comprend 16 éveénements élémentaires: les 12 tréfles autres
que le Roi, le Roi de tréfle, et les 3 Rois autres que celui de trefle.

On voit sur cet exemple que le connecteur logique « ou » tel qu’il est codifié par la logique
mathématique, et contrairement a certains de ses usages dans la langue courante, est non
exclusif. Les évenements A et B ne sont pas exclusifs (en termes ensemblistes : ne sont pas
disjoints), et I’ événement « Roi de trefle », qui leur est commun, appartient a leur réunion.

Si A et B sont digoints: P(A U B) = P(A) + P(B).
Defacon générale: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Voir Poincaré (formule de).
Synonyme de disjonction logique.

risque de premiére espeéce, (risk of the first kind,
de deuxiéme espeéce of the second kind)

Pour un test d’ hypothése, le risque de premiére espéce (ou risque d’ « erreur »), généralement
noté o, est le risque de rejet a tort de I'hypothése H, lorsqu’ elle est vraie. Le risque de
deuxieme espece (ou risque de « « manque de puissance » »), généralement noté f3, est le
risque de non—rejet de I’ hypothese Hy lorsqu’ elle est fausse.

robuste, robustesse [d'un test] (robust, robustness [of a test])

Qualité d un test d’ hypothése qui lui permet de rester applicable lorsgue les conditions nomi-
nales de son utilisation (notammment loi de probabilité et taille de I’ échantillon) ne sont pas
pas vérifiées. Bien entendu, cet écart des conditions nominales doit rester dans des limites
raisonnables (et qui peuvent d’ ailleurs étre précisées).



schéma de Bernoulli
Voir Bernoulli (schéma de).

série chronologique, série temporelle (time serie)
Série statistique qui donne |’ évolution d’un caractére numérique Y en fonction du temps T.
Unetelle série peut se présenter, soit sous |’ aspect d’' une série double ((y;, t;)), soit, lorsque le
temps prend des valeurs réguliérement espacées, sous |’aspect d'une série simple (y;) ou
I'indice représente le temps avec pour unité |’ espacement constant. Dans |’ un et I’ autre cas,
les graphiques portent e temps en abscisse et |e caractéreY en ordonnée.
Le probleme fondamental de I’ analyse statistique des séries chronologiques est de décom-
poser la série en trois ou quatre composantes adaptées aux facteurs de variation. Dans le
modél e additif, y; est |la somme de ces composantes, dans|e modéle multiplicatif (fréquent en
économie), ; est le produit des composantes. Comme on peut ramener e modele multipli-
catif au modéle additif en prenant le logarithme des valeurs (et, graphiquement, en utilisant
une échelle « semi-logarithmique »), on présentera ci-dessous la problématique de I’ analyse
des séries chronologiques sur le modéle additif. On écrit :

yi = y(t) = f(t) + St) + et).
Le terme f(t;) S appelle latendance (trend). Il se détermine & partir d’ une hypothése sur sa
«forme ». Dans le modele additif, on suppose le plus souvent que la tendance est linéaire
(affine) : f(t;) = a + bt;, on calcule ses coefficients a et b par gjustement linéaire. A latendance
peut s gjouter un (ou plusieurs) cycle(s) de périodeslongues, difficilesaisoler tant sur le plan
théorique que sur le plan pratique (il faut notamment disposer de stati stiques sur une une trés
grande durée).
Leterme St;) s appellelavariation saisonniére. Elle doit satisfaire aux deux contraintes d’ étre
de moyenne nulle sur une année et de se répéter identiquement d année en année. On la déter-
mine en considérant, apres calcul de la tendance, la différence y(t;) — f(t;). Diverses méthodes
peuvent étre utilisées, par exemple un agjustement linéaire, calculé pour chague mois ou
trimestre a partir des valeurs échelonnées d’année en année. Selon la nature du caractére
analysé, on fera ou non un lissage préalable par moyennes mobiles.
Leterme e(t;) s appelle lavariation accidentelle (ou résiduelle). Défini comme la différence
y(t) — (f(t) + t)), il est purement aéatoire (pour autant que ce mot soit approprié pour le
phénomene étudié) ; il est de moyenne nulle sur une année.

séries appariées
Voir appariées (séries).

série statistique (sample values)
Suite (x,) de données individuelles (ce qualificatif s oppose a « regroupées ou totalisees par
classes ») recueillies en vue d’ une analyse statistique. Synonyme d’ échantillon.

On appelle parfois série statistique double une suite ((;, y;)) de couples de données indivi-
duelles.
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seuil
Mot ambigu qui est utilisé aussi bien dans I’ expression seuil de risque (notation tradition-
nelle o) que dans I’ expression seuil de confiance (notation traditionnelle 1 — o).

Sheppard (correction de) (Sheppard correction)
Correction qui débiaise le calcul d’une variance empirique effectué a partir des centres de
classes qui sont des intervalles de longueur fixe.

Voir variance d'un échantillon statistique.

sigma-additivité, c-additivité
Voir additivité.

sigma-algébre, c-algébre
Vair tribu.

signes (test des) (sign test)

Test d’ hypothése non paramétrique utilisé pour contrdler I’ absence de « différence systéma-
tique » dans un échantillon statistique constitué « par paires » (Sgn Test for Matched Pairs).
Il est aussi utilisé pour controler lavaleur de la médiane.

La situation de base est celle de couples de variables numériques (X;, Y;), dont chacun
donnera lieu & une unique observation couplée. Les lois des X; et desY; ne font pas I’ objet
d’'un présupposé d’uniformité et I’on postule seulement que les différences D; = Y; — X;
suivent touteslaloi d une mémevariable Z, quel’ on supposerasymeétrique. Letest dessignes
controle!’ égalité P(Z < 0) = P(Z > 0) (si leslois sont continues, on apar surcroit P(Z =0) = 0,

etdoncP(Z<0)=P(Z=0)= %). I1 fonctionne trés simplement par vérification de larépar-

tition binomiale B(n, % ) des signes de Z, aprés éventuelle répartition conventionnelle des

valeurs nulles.

Un premier type d'utilisation porte sur des observations couplées qui sont présentées soit
comme des observations d’ une méme variable sur plusieurs individus dans deux situations
différentes, soit comme provenant de deux familles de variables X; et Y; . Le but pratique est
d’examiner |’ efficacité d’ un apprentissage, I’ efficacité d' une thérapeutique, la discordance
de deux corrections, ladifférence systématique entre deux méthodes de mesure, etc. L' hypo-
these Hy est que laloi delavariable Z qui représente la différence des observations est symé-
trique. Elle est parfois présentée comme « |1, = 0 » quoique lerejet de lasymétrie n’interdise
pas en théorie que I’ espérance soit nulle (mais la présentation plus rarement employée
Ho = « V; txi = Wy » N' est pas appropriée).

Un deuxieme type d'utilisation considére une seule variable Z de médiane M, et teste
Ho=«M = 0» (ou, par décalage, de Hy = « M = M »)... Dans cette utilisation, le test
devient paramétrique (mais reste « libre », puisqu’il n’y aucune exigence sur laloi).

test bilatéral non paramétrique de symétrie
de la loi d'une différence de variables

» Données. Deux séries appariées : un échantillon double ((X, Y1), (X2, ¥2), «--» (X0 V) den
valeurs couplées de deux variables aléatoires numériques dont les différences suivent toutes
laloi d’'une méme variable Z.

 Hypothese testée. Hy = « laloi de Z est symétrique » contre H, alternative.
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« Déroulement technique du test

1. On compte le nombre n, des différences z =y, — x; positives (S'il y a des différences
nulles, on les compte positives pour moiti€, négatives pour moitié ; autre méthode : on
lesretire de I’ échantillon, ce qui diminue bien sir lavaleur de n).

1) n
B(n,z)-1
(n?_) 2
_n

5 et on lacompare au risque bilatéral o, (ou bien on se référe & une table spéci-

2a. Si n est petit (n < 20), on calcule directement la probabilité que dépasse

ny

fique).
2b. Si n est grand (n > 20), on utilise I’ approximation normale de laloi binomiale et on

calcule: 2n, —n| -1
tz= o=

n
que I’on compare au t,, (écart absolu de probabilité de dépassement o) de latable de
laloi normale.

« Conditions et précautions
Aucunes

Remarque : Pour approcher laloi binomiale par laloi normale qui est continue, il faut
étaler la valeur entiere ny entren; — 0,5 et n; + 0,5: sous laforme |2n; —n|— 1, le
numérateur de laformule qui donnet inclut cette « correction de continuité » dans le
Sens approprieé.

test bilatéral de comparaison
de la valeur d'une médiane M a une valeur fixée M,

» Données. Un échantillon (z, z, ..., z,) de n vaeurs observées d'une variable aléatoire
numeérique X de médiane M.
* Hypothése testée. Hy = « M = Mg » contre H; = « M # Mg ».
« Déroulement technique du test
1. On compte le nombre n; des différences z — M positives (S'il y a des différences
nulles, on les compte positives pour moiti€, négatives pour moitié ; autre méthode : on
les retire de I’ échantillon, ce qui diminue bien s lavaleur de n).
2aou 2b comme ci-dessus.
« Conditions et précautions
Aucunes.

test unilatéraux

Comme les tests bilatéraux avec pour seule différence :
Si 2a: on seréfere alaprobabilité unilatérale que I écart B(n, l) -0
supérieur (selon I’ hypothése Hy) al’ écart observé. 2) 2
Si 2b: on prend dans la table de laloi normale I’ écart dont la probabilité unilatérale de
dépassement est o (ou, ce qui est équivalent, I écart absolu dont la probabilité de dépas-
sement est 201).

soit inférieur ou

Dansle cas standard du test des signes pour les séries appariées, on peut aussi tester laméme
hypothése « laloi de Z est symétrique » avec une ancienne version du test de WIcoxon, ou
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bien I’ hypothése dérivée « 1 = 0 » avec un test de Student (il est souvent suggéré que ces
tests sont plus puissants, mais que le test des signes est plus rapide « alamain »).

significativité d'un coefficient (correlation coefficient
de corrélation (test de) significance test, testing p = 0)

Test paramétrique qui compare la valeur observée d’ un coefficient de corrélation a zéro (qui
contr6le donc la « significativité » d’ une corrélation non nulle).

test bilatéral de comparaison d'un coefficient de corrélation a zéro

» Données. Un échantillon de n couples de valeurs observées (X, Y1), (X, Yo, --(%ns Yi) d'UN
couple (X, Y) de variables a éatoires numériques de coefficient de corrélation p.

* Hypothese testée. Hy =« p =0» contreH; =« p # 0 »
« Déroulement technique du test

1a. On calcule les moyennnes observées x et y avec les formules usuelles.

1b. On calcule la valeur observée du coefficient de corrélation avec une des formules
usuelles, par exemple
i=n
Z X =X)(y;i —=Y)

r=—=24 :

/\/2 (X —X)Zi (Yi—y)?

i=1 i=1
2. Oncalculelavaeur observée de lavariable de test :

= _r]
t= ——.J/n-2.
N
Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de laloi de
Student, elles dépendent du nombre de degrés deliberté ddl = n—2, et du risque o (on
peut aussi utiliser une table spécifique qui donne directement la valeur critique de|r|
en fonction du risque o).

« Conditions et précautions
— Enthéorie (X, Y) doait suivre une loi normale a 2 dimensions, donc aucune précaution
s on présume quec’est lecas;
— lorsque cen’est pasle cas, letest est robuste et reste applicable si n est « assez grand »,
lacondition n > 30 est traditionnelle.

La valeur critique de |r| peut paraitre assez grande... par exemple |r|= 0,36 pour n = 30 et
o= 0,05. Mais on se souviendra que le poids du coefficient de corrélation est correctement
mesuré par son carré : dans cet exemple 0,362 = 0,13, et ¢’ est une valeur raisonnablement
faible.

On n’oubliera pas enfin que le coefficient de corrélation « mesure » une liaison linéaire (ce
qui est toujours le cas s (X, Y) suit une loi normale) mais qu'il perd toute signification
lorsgu’il existe une liaison non linéaire !

Cela étant noté, si laliaison est présumée linéaire, le test « de significativité » du coefficient
de corrélation vaut test d’' indépendance.
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On peut aussi tester une hypothese Hy, = «p = py». La loi du coefficient de corrélation
observé sous cette hypothése est compliquée et mal utilisable mais la z-transformation de
Fisher permet d' utiliser (si n > 30) laloi normale comme loi de test.

test bilatéral de comparaison
d’un coefficient de corrélation a une valeur fixée

* Données. Un échantillon de n couples de valeurs observées (X4, Y1), (X2, ¥2), «-(%n V) d'UN
couple (X, Y) de variables al éatoires numériques de coefficient de corréation p.

* Hypothese testée. Hy = « p = py » contre Hy = « p # pg ».
« Déroulement technique du test

1a. On calcule les moyennnes observées X et y avec lesformules usuelles;

1b. On calcule la valeur observée du coefficient de corrélation avec une des formules
usuelles (cf. plus haut).
2. Oncalculelavaeur observée de lavariable de test, d’ abord :

1+r tp
z= agthr==2 In(1 )etC(,—argthpo——ln(1 PZ)
2-8y

Jn=3 '
Les valeurs de référence de la variable de test sont & lire dans les tables de la loi
normal e centrée réduite, elles ne dépendent que du risque o.
« Conditions et précautions
En théorie (X, Y) doit suivre une loi normale a2 dimensions, et il faut de plusn > 30.

puis: t=

significativité d'une régression (test de)
Voir Fisher (test de).

simulation de nombres [pseudo-]aléatoires

Le principe de base consiste a générer une suite d’ entiers compris entre 0 et M — 1 par des
opérations « modulo M ». On divise ensuite par M pour obtenir une suite de réels compris
entreOet 1. S M est tresgrand et s laméthode de génération de la suite d’ entiers est conve-
nable, avec des paramétres appropriés, on obtient finalement une suite qui a toutes les
propriétés d' un échantillon d’ une variable aléatoire réelle continue de loi uniforme sur [0, 1.
Un type classique et efficace de générateurs définit la suite d entiers par récurrence linéaire :

Xp+1=a+bx, (mod. M),

pour un choix convenable de M, a et b. Un telle suite est périodique mais cela est sans incon-
vénient déslors que sapériode est trés grande par rapport au nombre de termes utilisés. Cette
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génération est faite automatiquement par les bibliotheques des logiciels et des « packages »
logiciels, I' utilisateur a en général la possibilité de choisir un « germe », i.e. un dément de
départ pour la suite récurrente.

simulation d'un échantillon aléatoire de loi donnée

Un théoreme d’ « inversion de lafonction de répartition » permet destirages de valeurs d' une
v.a. continue X de loi donnée a partir de valeurs au hasard d’une v.a. U de loi uniforme sur
[0, 1]. Si lafonction de répartition F de X est continue et posséde une fonction réciproque F2,
alors F1(U) suit laloi de X. Si F1 est d’ expression simple, cette méthode est tres efficace.

Exemple Soitlaloi exponentielle de paramétre A et de fonction de répartition F(x) = 1 — e

(sur x > 0). Alors F1(u) = — 7% In (1 — u). Donc, si U suit une loi uniforme sur [0, 1],
—7% In(1—U), et aussi — % In U par symétrie, stivent une loi exponentielle de paramétre 1.

Pour laloi normale, lafonction F1 ne possede pas d’ expression analytique et |’ on peut par
exemple utiliser la méthode suivante :

S U et V sont uniformes sur [0, 1] et indépendantes, X = J/-2InUsin2nV et Y =
~/—2InU cos2mV sont normales centrées réduites et indépendantes.

Pour une loi discréte il faut procéder autrement. Pour simuler par exemple une v.a. X de
Bernoulli de paramétre p, on prend une v.a. U uniforme sur [0, 1[ et onpose X =1si U <p,
X =0 sinon (ce procédé s étend naturellemment ala simulation d’ une v.a. multinomiale).

singleton (one-element set)
Partie d’ un ensembl e réduite a un seul élément.

En calcul des probabilités, si {a} est un singleton (a € Q), on écrit le plus souvent P(a) au
lieu de P{{a}) pour simplifier les notations.

singuliére (loi) (degenerate distribution, singular distribution)
Synonyme de dégénérée (loi).
Loi d une variable aléatoire certaine.

Formulaire

Un paramétre réel x,. X est lavariable aléatoire qui prend la valeur x, avec probabi-
lité 1.

P F
1
| I
0 Xo g 0 Xo x
probabilité fonction de répartition

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =X
— variance: Var(X) =0
— écart-type: 6(X) =0
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» Utilisation

Cetteloi intervient dans un certain nombre de situations comme cas limite ; elle peut égale-
ment intervenir comme variable aléatoire limite (au sens de la « convergence en loi ») : par
exemple comme limite de la moyenne dans les épreuves repétées.

Smirnov (test de)
Voir [ Kolmogorov-] Smirnov (test de).

sommation (formules de) (summation formulae)

Formules utiles pour des calculs relatifs a des probabilités discrétes
» Somme des n premiers entiers

1+2+3+...+n = Zk- n+1
k=1

» Somme des n premiers termes d'une progression arithmétique
n-1
a+(@+h)+(@+2h)+..+@+(-10b) = Ya+kb =na+ wb
k=0

» Somme des carrés des n premiers entiers

124224324 +n2-2k2= gn+l!52n+1!
k=1
» Somme des cubes des n premiers entiers

13+ 23+ 33+ . +n3—2k3 _iﬁl)_

k=1
» Somme des n premiers termes d’'une progression géométrique (oo # 1)

l+o+02+.. +on-1 = Zak 1 o

» Somme infinie des termes d'une progre55|on géométrique (lol < 1)
l+o+02+... +o"+.. = iak = —

» Somme infinie liée aux termes d’'une progression géométrique (lal < 1)

o+ 202+ ... +non+ ... Z(

(1— )2

» Somme des inverses des n premiers entlers (encadrement numérique)

n
1 1,1.1 1 1 1
| +=|+05772<=+=+=+ ... += = =< +=|+05946 (n>1
o(n+3) 172737 "y an n(n+3) (=1

In(n + 1) +0577215< L +
2 1

NI
+

Wik
+

1 1 1
+= = =<In{n+=|+0,577 >1
- kz ” ( 2) 0,577 593 (n > 10)
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somme de deux variables aléatoires (réelles) (sum ...)

Des formules générales existent pour les probabilités et les densités, mais on se limiteraici
au cas de v.a. indépendantes.

Variables aléatoires réelles discrétes et indépendantes

On suppose X définie par I'ensemble {x} des valeurs prises et par les probabilités
ponctuelles p; = P(X = x;).
On suppose Y définie par I'ensemble {y;} des valeurs prises et par les probabilités
ponctuelles g, = P(Y =Y,).
OnposeS=X +Y.
Formule 1 :

P(S=9) = z Pid;

X +yj =5

(comprendre : sommer sur I’ensemble des couples (i, j) telsque x; + Y, = s).
Formule 2 équivalente :

P(S=9) = ZP(X =x)P(Y =s-x)

(comprendre : prendre P(Y =s—x;) = P(Y =y;) lorqu’il existe une valeur y; telle que
Y, = s—X;, prendre P(Y = s—X) = 0 lorsqu’il n’en existe pas).

Variables aléatoires absolument continues et indépendantes

On suppose X définie par sa densité f(x), et on pose F(x) safonction de répartition.
On supposeY définie par sa densité g(y), et on pose G(y) sa fonction de répartition.
Onpose S=X +Y.

Ladensité h(s) de S est donnée par :

h) = [~ fog(s —xdx = [~ gyf(s-y)dy

(nota : si X et/ouY prend ses valeurs sur une partie seulement de R, avec donc sa
densité nulle a I’ extérieur, ne pas oublier de réduire en conséquence I’intervalle
d’intégration).

Lafonction de répartition H(s) de S est donnée par :

HE = [ f00G(s—x)dx = [~ g(y)F(s-y)dy

Exemple On considére deux v.a. X; et X, uniformes sur [0, 1] et on définit leur somme
S=X; + X,. Donner la densité de probabilité h de S.

Il existe une notation mathematique spécifique I, ;(X) pour représenter la « fonction caracte-
ristique » (ou indicatrice) del’intervalle[a, b], i.e. lafonction égale a1 sur cet intervalle et nulle
en dehors. Onadoncici, pour f, et f, lesdensitésde X, et X, : f; =f, =15 ;. On peut donc écrire :

h(s) = J.m '[o, 1](X)|[o, 1(s —Xx)dx

Donc h(s) est smplement égale alalongueur del’intervalle sur lequel I g 1)(X) €t g 13(S—X)

sont simultanément non nulles. Si s < 0 ou s > 2, cet intervalle est vide et h(s)=0;
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si0<s<1, cetintervaleest [0, sl eth(s) =s; s 1<s<2 cetintervaleest [s—1, 1] et
h(s)=2-s.

1(x)

; (s = x) f, f, h

X 0 1 X 0 1 X 0 1 2 X

s-1 s
A un niveau plus approfondi, il faut signaler que I’intégrale r f(x)g(s—x)dx représentele

« produit de convolution » des fonctions f et g, qui se traduit de fagon intéressante sur les
fonctions caractéristiques. Si @, @y €t g sont respectivement |es fonctions caractéristiques
deX,YetSona:

Ps(t) = ox(t) ey (1),
formule qui se généralise immédiatement & la somme d’un nombre fini quelconque de v.a.
indépendantes.

Indicateurs

Cas général :
E(X +Y) = E(X) + E(Y),
Var(X +Y) =Var(X) + 2 Cov(X,Y) + Var(Y).
Casou X etY sont indépendantes :
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y).

Laformule E(X +Y) = E(X) + E(Y), pour laguelle I’indépendance n’ est pas nécessaire, est,
pour cette raison, tout a fait remarquable et souvent |’ unique moyen d’ aborder I’ étude de
certains problemes compliqués.

Voir opérations sur les variables aléatoires.

somme de n variables aléatoires

Indicateurs

Cas général :
E(X1+ Xy + ...+ X)) = E(Xy) + E(Xy) + ... + E(X,)
Casou Xy, Xy, ..., X, sont 2 &2 indépendantes :
Var(X, + X, + ... + X)) =Var(Xy) +Var(X,) + ... + Var(X,)

Méme remarque que plus haut sur laformule qui donne E(X; + X, + ... + X,).
Voir épreuves répétées.

sondage (sampling)
Opération de recueil de données pour un échantillon d’individus d’ une population.

Cemot est I’ exact synonyme d’ échantillonnage, méme si les habitudes font utiliser préféren-
tiellement I’ un ou I’ autre mot selon les situations.

Un des chapitres de la statistique mathématique étudie les techniques de constitution
d’ échantillons qui, tout en restant « représentatifs » de la population, permettent d’ améliorer
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la précision des estimations. Certaines de ces techniques sont dites aléatoires (tirage aléa-
toire simple, sondage stratifié, sondage par grappes, sondage systématique), les autres empi-
rigues (méthode des quotas, méthode des unités-types).

Spearman
Voir corrélation des rangs (coefficient de — de Spearman).

statistique (statistics)

» Sens général

Branche des mathématiques qui traite de I'étude de « données», résultats obtenus lors

d’ expérimentation ou d’ observations de phénomenes al éatoires ou mal prévisibles. La statis-

tique se divise en trois grandes parties :

— recuelillir, décrire, présenter, résumer les données sous une forme qui rend leur exploita-
tion commode et efficace (statistique descriptive),

— analyser ces données de fagcon a obtenir des informations sur le modéle probabiliste
(«loi » de probabilité avec ses parametres) qui a régi leur production (estimation des
paramétres),

— contréle et validation du modéle probabiliste reconstitué (tests d’ hypothéses),

Les parties 2 et 3 sont parfois globalement qualifiées de statistique inférentielle.

Chacune de ces parties débouche, a son niveau propre, sur des possibilités de prévision et de

décision.

L'usage le plus courant est d'écrire en frangais statistique «sans s», en référence a

« méthode statistique », pour différencier la statistique des statistiques (sensn’ 2 ci-dessous).

» Sens technique faible

Ensemble ou tableau de données recueillies lors d’ expérimentation ou d’ observations de

phénomenes al éatoires ou mal prévisibles.

» Sens technique fort

Désigne en calcul des probabilités une variable aléatoire fonction d’un échantillon (X4, X,

..., X) de variables aléatoires. Ce pourra étre dans certains cas un « résumeé » de |’ échan-

tillon, auquel on appliquera les outils mathématiques de |a statistique, dans d’ autres cas la

« variable de décision » d’un test d’ hypothese.

statistique d'ordre
Voir ordre (statistique d’).

statistique (variable)
Voir variable statistique.

Stirling (formule de)
Voir factorielle.

stochastique (stochastic)
Adjectif qui signifie aléatoire ou lié au calcul des probabilités, et qui figure dans des locu-
tions consacrées par |'usage. En particulier, indépendance stochastique signifie indépen-
dance « en probabilité », par opposition a indépendance physique, et processus stochastique
est I appellation officielle des « fonctions aléatoires » dépendant du temps.
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Student (William)
Voir Gosset (William).

Student (loi du t de) (Student t distribution)

Loi d'une variable aéatoire continue utilisée pour le contréle des tests de comparaison de
deux espérances mathématiques.

Formulaire

Un parametre entier n > 1 qui représente le nombre de « degrés de liberté » ; valeurs
réelles.

» Loi de probabilité de X (qui sera notée ultérieurement T,)

0 X
densité fonction de répartition
r(n + 1) -
2 X2 -2‘ X
() = —(1 ¥ F) = [ fode
ar(y) -

» Valeurs caractéristiques
— espérance: E(X) =0

— variance : Var(X) = ﬁﬂ"é (sin>3)

— écart-type: o(X) = /ﬁ (sin>3)

» Cas particulier : lorsgue n = 1, on obtient laloi de Cauchy standard.

Théoreme. Lorsque n tend vers I'infini, la variable aléatoire de Student a n degrés
de liberté converge en loi vers une v.a. normale centrée réduite.

» Utilisations

En théorie, une v.a. de Student a n degrés de liberté peut étre définie comme le quotient

Ty= X , 00 X est une v.a. normale centrée réduite et Y, une v.a. du khi-deux an degrés de

n

n
liberté, X etY,, indépendantes.
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Cetteloi intervient danslestests de comparai son de deux espérances en raison de la propriété
fondamentale suivante : si X, X5, ..., X, sont n v.a. normales identiques (d' espérance | et
i=n
d écart-type o) indépendantes, s M, = %ZXi est la variable aléatoire moyenne, et si
i=1
i=n

S2 = ﬁz (Xj—M,)? est la variable aléatoire estimateur « débiaisé» de la variance,
i=1
I 2 H A i H Mn_!"l’ -
alors, d'une part M,, et S7 sont des v.a. indépendantes, d autre part le quotient suit
Zn
Jn

une loi de Student an — 1 degrés de liberté.

Remarque : si I’on prenait pour S2 I’estimateur biaisé de la variance, le dénomina-

n

Jn-1

teur devrait étre

Student (test de), test t ([Student] t test)

Test paramétrique qui compare, soit |la moyenne observée d'un échantillon statistique a une
valeur fixée, soit les moyennes observées de deux échantillons statistiques (en fait, un voca-
bulaire rigoureux devrait faire référence aux espérances mathématiques des lois et non pas
aux moyennes (observées)). Il permet également de comparer, soit la probabilité observée a
partir d un échantillon statistique & une valeur donnée, soit les probabilités observées a partir
des deux échantillons.

Chacun de ces tests peut étre effectué, soit en bilatéral (cas général), soit en unilatéral (casou
I”on sait, ou bien ou I’ on postule, que I’ une des inégalités imaginables est exclue).

» Comparaison de moyennes

Dans ce cas, ce test ne s applique en toute rigueur qu’'a des échantillons issus de variables
aléatoires normales, maisil est « robuste », ce qui signifie qu’il demeure applicable ad’ autres
lois — a condition toutefois de prendre certaines précautions qui sont décrites ci-dessous.

test bilatéral de comparaison
d'une espérance mathématique p a une valeur fixée p,

* Données. Un échantillon (X3, Xy, ..., X,) de n valeurs observées d’ une variable aléatoire
numérique X d’ espérance mathématique L.
 Hypothese testée. Hy = « 1L = g » contre Hy = « WL # g »
 Déroulement technique du test
1. On calcule lamoyenne m,, de I échantillon.

2. On calcule lavariance non biaisée s3,, de !’ échantillon.

. S . .
3. Onposes* = -2 et on calculelavaleur observée delavariable detest :
n

t= ‘mmbs—_uo_‘.

S
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Les valeurs de référence de la variable de test sont alire dans les tables de laloi de Student,
elles dépendent du nombre de degrés de liberté de I’ échantillon : ddl = n—1, et du risque o
« Conditions et précautions

— Enthéorie X doit étre une v.a. normale, donc aucune précaution si c'est lecas;;

— lorsque cen’est pasle cas, le test est robuste et reste applicable si n est « assez grand »,
la condition n > 30 est traditionnelle (en fait, on peut descendre en-dessous si la loi
de X est continue et/ou symétrique).

——test bilatéral de comparaison de deux espérances mathématiques iy et y —

» Données. Deux séries:
— un échantillon (x4, X, ..., an) de ny valeurs observées d’ une variable al éatoire numé-
rique X d’ espérance mathématique iy ;
— un échantillon (yy, Yo, -, Ya, ) de ny valeurs observées d' une variable al éatoire numé-
riqueY d espérance mathématique L.

* Hypothése testée. Hy = « iy = [y » contre Hy = « Ly # [y ».

« Déroulement technique du test
1. On calcule les moyennes observées my et my des deux échantillons.

2a. On calcule les variances non biaisées s3 et s3 des deux échantillons.

2b. On calcule une variance commune pondérée :

_ (nx=Dsg +(ny—1)s§

&
Ny +ny—2
3. Onpose s* =5 ni+nl et on calcule lavaleur observée de lavariable de test :
X Y
My —Mm
( me=my|

*

S

Les valeurs de référence de la variable de test sont alire dans les tables de la loi de
Student, elles dépendent du nombre total de degrés de liberté de I’ échantillon : ddl =
ny + Ny —2, et du risque o.

« Conditions et précautions

— Enthéorie X et Y doivent étre des v.a. normales, mais le test est robuste et reste appli-
cable ades v.a. non normales si ny et ny sont « assez grands » (cf. ci-dessus) ;

— enoutre X etY doivent avoir méme variance : lorsgue ny et ny ne sont pas tres grands
et gqu'il semble que les variances ne soient pas égales, il faut faire précéder le test de
comparaison des deux espérances par un test de comparaison des variances ; lorsque ny
et ny sont « grands », on peut de nouveau utiliser larobustesse et passer outre al’inéga-

o . . o s s
lité des variances (certains manuels proposent |’ estimation s* = n—>3 + ﬁl ).
X Y
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test unilatéral de comparaison
d'une espérance mathématique u a une valeur fixée u,

» Données. Un échantillon (x4, X, ..., X,) de n vaeurs observées d'une variable aléatoire
numérique X d’ espérance mathématique L.

* Hypothese testée. Par exemple Hy = « L < g » contre Hy = « L > g ».

 Déroulement technique du test
On calcule la moyenne my,; de I’ échantillon :
— S My < g il y aNON-REJET del’ hypothese Hy et le test est terminé ;

— S My > o ON poursuit a I'identique du cas bilatéral jusqu’au calcul de la
variable de test t.

Laseule différence est que — pour le risque o. — les valeurs de référence de t sont &
lire danslestables delaloi de Student dans la colonne 2. (avec le méme nombre
de degrés delibertés ddl =n—1).

« Conditions et précautions : Les mémes que ci-dessus.

—test unilatéral de comparaison de deux espérances mathématiques iy et iy —

« Données. Deux séries:
— un échantillon (Xq, Xy, ..., Xp, ) deny valeurs observées d' une variable aléatoire numé-
rique X d’ espérance mathématique Ly ;
— un échantillon (y,, Yo, ..., ¥, ) deny valeurs observées d’ une variable aléatoire numé-
riqueY d espérance mathématique Ly
» Hypothese testée. Par exemple Hy = « Ly < [y » contre Hy = « [y > Ly ».

 Déroulement technique du test
On calcule les moyennes observées my et m, des deux échantillons:
— simy <my il yaNON-REJET del’ hypothése H, et |e test est terminé;

— s my > my on poursuit a I'identique du cas bilatéral jusgu’au calcul de la
variable de test t.

Laseule différence est que — pour lerisque o. — les valeurs de référence de t sont a
lire danslestables delaloi de Student dans la colonne 2. (avec le méme nombre
de degrés de libertés ddl = n—1).

« Conditions et précautions : Les mémes que ci-dessus.

Voir moyenne, variance.

» Comparaison de pourcentages / probabilités

Comme le paramétre p d’'une v.a. de Bernoulli X est ala fois la probabilité que X =1 et
I’ espérance E(X), le fonctionnement du test de Student pour les probabilités est identique au
fonctionnement du test de Student pour les espérances, a deux détails pres: |I'absence
d’ écart-type a estimer, et quelques adaptations des conditions et précautions.

Un usage ancien utilise le mot pourcentage (a connotation statistique) plutét que probabilité
(aconnotation... probabiliste, si I'on ose dire).

Cetest peut étre effectué, soit en bilatéral (cas général), soit en unilatéral (casou |’ on sait, ou
bien ou I’ on postule, que I une des inégalités imaginables est exclue).
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— test bilatéral de comparaison d'une probabilité P(A) a une valeur fixée p, —
* Données. Un échantillon de n observations, sur lesquelles A a été observék fois.
* Hypothése testée. Hy = « P(A) = py » contre H; = « P(A) # pg ».

« Déroulement technique du test

— Si nest petit, on utilise directement lavaleur de k et on se réfere soit a des tables numé-
riques spéciales soit au calcul de la probabilité correspondante de la loi binomiale

B(n, py).
— Sinestgrand:

L On calculel'estimation de P(A) : p= ;

2.0nposes” = /MlT—El et on calculelavaleur observée de lavariable detest :

1P —Ppo| _

S

t=

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire dans les tables de la loi
normale, elles ne dépendent que du risgue o.

« Conditions et précautions

Il faut que la distribution ne soit pas « trop » dissymétrique, ce qui se traduit par la
double condition traditionnelle np > 10, n(1 — p) = 10 (que I’ on peut sans grand risque
affaiblirennp>5, n(1-p)>5).

Lorsgu’ on fait fonctionner ce test avec une valeur de n « moyennement grande » mais néan-
moins avec laloi normale commeloi de référence, il faut faire une correction qui « étale » la
probabilité binomiale d’obtenir la valeur entiére k en une probabilité pour la loi normale
(avant centrage et réduction) d’ obtenir une valeur entre k — 0,5 et k + 0,5 : on prend donc

1
— + =
_ ‘p po‘ 2n

*

S

t

test bilatéral de comparaison de deux probabilités P(A;) et P(A,)

» Données
— Un premier échantillon de n; observations, sur lesquelles A, a été observé k; fois;
— un second échantillon de n, observations, sur lesquelles A, a été observé k, fois.
* Hypothése testée. Hy = « P(A;) = P(A,) » contre H; = « P(A4) # P(A,) ».
« Déroulement technique du test
I(2

N k
la Oncalculelesestimationsde P(A,) : p; = n—l ,etdeP(Ay) 1 pp= =
1 2

N n.p;+n k, +k
1b. On calcule une estimation globale commune: p = 1P 7 Mol _ K17

ng+n, ng+n,
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2. Onposes™ = ./p(1-p) nl+nl et on calcule la valeur observée de la variable de
1 2
test:
P1 =Py

*

S

Lesvaleurs de référence de la variable de test sont alire dans les tables de laloi normale,
elles ne dépendent que du risgue o.

2|

« Conditions et précautions
— Il n'y a pas de tables numériques spéciales pour les petites valeurs des effectifs, et il
faut donc supposer n; et n, > 30;
— il faut queles distributions ne soient pas « trop » dissymeétriques, ce qui setraduit par la
quadruple condition nyp; = 5 ou 10, ny(1—p;) 250u 10, nyp, =2 50u 10, Ny(1—p,) =5
ou 10.

— test unilatéral de comparaison d’une probabilité P(A) a une valeur fixée p, —
Test unilatéral de comparaison de deux probabilités P(A,) et P(A,)

Laprocédure de test et les cal cul s sont identiques au cas bilatéral a une seule exception pres :
lavaleur deréférence det — pour lerisque o, — est alire danslestables de laloi normale dans
la colonne 2a.

suites (test des) (run test)

Test non paramétrique qui controle I’ indépendance des valeurs successives d' un échantillon
d’ une variabl e dichotomique en examinant le nombre de suites de valeursidentiques, dansle
cas ou la succession des valeurs observées est pertinente. Ce test est parfois employé pour
contrdler I'indépendance des valeurs successives des résidus dans une régression en testant
les suites de leurs signes.

—— test d'indépendance globale d'un échantillon dichotomique séquentiel —

* Données. Un échantillon séquentiel de n; observations de I’ événement A, et n, observa-
tions de I’ événement contraire A,.

 Hypothese testée. H,, = « les valeurs successives sont indépendantes » contre H, alternative.
 Déroulement technique du test

1. Oncompte le nombrer de suites d’ observations identiques qui composent lesn; + n,
observations totales ;

2n;n,(2n;ny =Ny —Ny)

et on calcule la valeur
(ng+n)%(ng +n,—1)

2
2. Onposemr:%+l, §:J
1 2

observée de lavariable de test : r—m

S

r
Lesvaleurs de référence de la variable de test sont alire dans les tables de laloi normale,
elles ne dépendent que du risgue o.

i

t=

« Conditions et précautions
Aucunes.
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systeme complet d’évéenements (complete set of events)
Synonyme de partition. (partition, disjoint decomposition)
Etant donné un espace probabilisable (€2, .A), on appelle systéme complet d’ événements —ou
encore partition de Q — un ensemble fini (A,) d’ événements 2 a2 digoints (2 &2 incompati-
bles) et dont laréunion est Q.

Ainsi, chaque fois que I’ on effectue |’ épeuve, un et un seul desA,; est réalisé.

Voir Bayes (formule de), total es (formule des probabilités).
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t (test)
Voir Sudent (test de).

tableau (table)
Mode de présentation des données recueillies en vue d’ une analyse statistique.

tableau par classes et effectifs

Présentation des données statistiques regroupées par classes (qui peuvent chacune corres-
pondre a une ou plusieurs valeurs ponctuelles, ou bien étre une tranche continue de valeurs).
Un tableau par classes et effectifs se dispose en deux lignes ou deux colonnes, I" une contenant
I"identification des classes, |'autre les effectifs des classes. I est possible d'adjoindre des
lignes ou des colonnes supplémentaires, par exemple pour donner les fréquences rel atives.

tableau de contingence (contingency table)

Tableau a double entrée qui permet de représenter les effectifs d’ une population ou d'un
échantillon répartie selon les classes (en nombre fini) de deux variables.
Synonyme de tableau croisé.

taille [d'un échantillon] ([sample] size)
Nombre d'individus de I’ échantillon. Synonyme d’ effectif total.

taux de défaillance, de panne, de mort
Voir défaillance (taux de).

Tchebychev (Pafnouti)

Mathématicien russe (1821-1894). |l contribua au calcul de nombreuses approximations
numériques et fit également des travaux en théorie des nombres.

Tchebychev (inégalité de)
Voir Bienaymé-Tchebychev (inégalité de).

temporelle (série)
Voir série chronologique.

temps d’attente (variable aléatoire) (waiting time, first passage time)

Variable aléatoire qui modélise dans des « processus » le temps ou le délai avant la survenue
d'un événement fixé (a priori le premier, mais éventuellement le k-ieme, k donné). Un temps
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d’ attente peut étre continu (temps physique ordinaire), ou discret (temps physique dicrétisé, ou
bien un numéro d’ordre ou un nombre de parties). Les lois les plus classiques pour une
variable aléatoire temps d’ attente sont laloi exponentielle, laloi d Erlang, laloi de Weibull
(cas continu), et laloi géométrique (cas discret).

test d’'hypothése (hypothesis testing)

Procédure, basée sur |’ analyse statistique de résultats expérimentaux, qui permet de décider
(avec unrisque d' erreur) entre deux hypothéses.

Dans la pratique, diverses raisons conduisent a privilégier I’une des hypothéses, appelée
« hypothése zéro (ou nulle) » et notée H,, (I’ autre hypothese étant simplement I’ alternative).
Par surcroft, des raisons mathématiques font que dans la plupart des tests I’ hypothése H, est
une hypothése ponctuelle et que la conclusion ne peut jamais étre son acceptation stricto
sensu.

La décision devient alors fortement dissymétrique : ou bien I’ on rejette Hy, ou bien I’on ne
rejette pas Hy,.

Et le risque devient lui aussi fortement dissymétrique : ou bien I’ on rejette Hy alors qu’ elle
était vraie, risque appelé risque de premiére espece ou risque d'erreur ; ou bien I'on ne
rejette pas H, alors qu' elle était fausse, risque appel € risque de seconde espéce ou risque de
mangue de puissance. Bien entendu, tout gain sur I’ un des risques se « paye » d’ une perte sur
I’ autre.

On introduit souvent une distinction entre tests paramétriques et tests non paramétriques.
Lorsque I’ hypothése H, a tester nécessite une hypothése préalable sur laloi de probabilité (ce
serale plus souvent une hypothese de normalité) et implique des paramétres de cetteloi, on dit
que le test est paramétrique. Pour autant, la plupart des tests paramétriques sont robustes, i.e.
supportent (dans des limites raisonnables que I’ on peut préciser) quelaloi réelle s écarte dela
loi nominale du test. Lorsque I” hypothése H,, ne nécessite aucune hypothése préalable sur la
loi de probabilité, on dit que le test est non paramétrique. A risque d’ erreur égal, un test non
paramétrique est en général moins puissant que le test paramétrique concurrent, mais cette
perte de puissance est souvent assez faible. Cette distinction est surtout pertinente pour les
tests de comparaison (d’ espérances ou moyennes, de variances). Néanmoins, il y a quelque
contradiction & qualifier de non paramétriques certains des tests qui contrélent I’ égalité de
deux espérances (qui sont des paramétres!). Aussi, certains auteurs préferent parler de test
libre lorsque la validité du test ne dépend d’ aucune condition sur laloi.

Voir Neyman-Pearson (lemme de).

tests d’hypothéses (méthodologie des)

Lasituation de « départ » est la suivante : on dispose d’ une série ou d’un tableau de valeurs
observées, et on se pose une question, éventuellement en langage « ordinaire ».

1. Etape préliminaire. 1l faut tout d abord identifier la ou les variables aéatoires sous-
jacentes aux valeurs observeées, et leur loi, puis traduire la question posée en une hypothése
H, énoncée formellement en référence, soit & un (ou plusieurs) paramétre(s) de laloi identi-
fiée, soit globalement alanature delaloi. Cela étant fait, on peut alors choisir un test d' hypo-
thése adapté au probléme étudié.

2. Exécution du test : calculs. A chague « variété » de test est associée une variable aléatoire
positive qui serad’ autant plus grande que les observations s’ « écarteront » del” hypothese H,,.
Cette variable de test est souvent représentée par une notation traditionnelle : t, x2, F, U, etc.
Les formules qui sont indiquées pour chaque variété de test permettent de calculer lavaleur
observée de la variable de test, que I’ on notera Ci-dessous Y.
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3. Exécution du test : formulation de la conclusion. De fagcon schématique (la pratique
pourra étre plus souple et plus détaillée), laconclusion d'un test d’ hypothese est |a décision
de rejet ou de non-rejet de I’ hypothése H,. A cette décision est toujours associé un risque
d’erreur, appelé niveau du test et traditionnellement noté o.. Ce niveau mesure le risque de
se tromper dans le pari qu'est la conclusion du test. Il existe deux maniéres différentes de
« gérer » cerisque d’ erreur.

Conclusion si lerisque d’ erreur est fixé a priori. Dans ce cas, on sefixe le niveau o avant de
calculer yq,e. On doit aors chercher dans les tables numériques du test, en fonction de o et
éventuellement d’autres paramétres (nombre de degrés de liberté notamment) la valeur
critique y(o) de lavariable de test. Trois conclusions sont alors possibles :

— S Yops << Y(0)) : non-rejet de Hy ;

— S Yops €St inférieure & y(or) mais néanmoins assez grande (par exemple comprise entre
y(0,20) et y(cr)) : affirmation que I’ hypothése H, est probablement fausse, mais que néan-
mMoins on ne peut pas larejeter sans courir un risque supérieur a o, (e non-rejet de Hy sans
commentaire ne serait pas trés judicieux) ;

— S Yops 2 V() : rejet de H,.

Conclusion si le risque d erreur n'est pas fixé a priori. Dans ce cas, et apres avoir calculé

Yobs ON cherche dans les tables numériques du test la valeur exacte (mais approximative —

une grande précision n’'a aucun intérét) d'un risque B tel que y(B) = yqps (Cette valeur B

s appelle la probabilité critique). La conclusion est aors unique mais s énonce par deux

phrases complémentaires :

— s on prend un risque d erreur o, < 3, on ne peut pasrejeter Hy ;
— s on prend un risque d'erreur o, > 3, on peut rejeter Hy ;
Selon la nature du probléme et les enjeux de la situation réelle, on en restera a cette conclu-

sion « académique », ou bien on choisiraa posteriori un risque et on donnera une conclusion
tranchée.

théorique (theoretical)
Lorsque cet adjectif n’est pas employé dans son sens général de lalangue courante, il qualifie
les paramétres des lois de probabilités (espérance théorique, variance théorique, ...), par
opposition aux parameétres « observés » alias « empiriques » des distributions stati stiques.

tirage (drawing)
Opération qui consiste en probabilités a effectuer une « épreuve » dont le résultat est un
événement élémentaire, et en statistique a extraire (par un procédé en principe aléatoire) un
individu d’ une population.

Dans la présentation « extraction », on distingue les tirages AVEC remise, ou |es probabilités
restent inchangées, et les tirages SANS remise, ou les probabilités varient (un peu) au fur et
amesure destirages.

Voir binomiale (loi), hypergéométrique (loi).

totales (formule des probabilités) (total probabilities formula)
Etant donné un espace probabilisé (Q, A, P), une partition (ou systéme complet d’ événe-
ments) Hy, H,, ..., H,de Q, et un événement B € A, ona:

P(B) = P(H,)P(B|H,) + P(H,)P(B|H,) + ... + P(HYP(B|H,)

On notera que B est laréunion des événements B N H;, qui sont 2 a2 digoints.
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triangle de Pascal, triangle arithmétique (Pascal triangle)

Moyen pratique de calculer rapidement la suite des premiers coefficients binomiaux. Sur le
schéma ci-dessous, on voit que chaque coefficient est la somme des deux qui sont sur la
ligne du dessus, juste a gauche et juste a droite (prendre O quand I’ un des deux manque au

bord) :
(0 :

G) 1 1

@ 0 0 ooz
EIGINE Lo
0 O 6 (6 @ + 4 8 4 2

etc. etc.
(la présentation ci-dessus respecte la symétrie, mais ce trangle est souvent présenté sous une
forme « rectangle »).

(o)

tribu (Borel field, Borel o-algebra,
sigma-complete boolean algebra)

Synonyme de o—algebre.

Famille (ensemble) A de parties d' un espace Q qui possede les propriétés nécessaires pour
que (€2, A) soit un espace probabilisable.

Soient Q un ensemble et A un sous-ensemble de P(Q2). On dit que A est une tribu (ou une
c-algebre) s elle satisfait aux axiomes suivants :

- Qe A;

- s (A) (n=1, 2, ..) est une suite d' éléments de A, alors \J A, € A (stabilité par
n=1

réunion dénombrable) ;
— siAe A, dors(A e A (stabilité par passage au complémentaire).
En conséguence immédiate de ces axiomes, on a @ € A et la stabilité par intersection
dénombrable.
Lamotivation essentielle des axiomes des tribus est, outre d’ avoir la stabilité pour les opéra-
tions ensemblistes éémentaires, de permettre I’ étude efficace des suites infinies d' évene-
ments.
Etant donné un ensemble de parties de Q, on peut définir la tribu « engendrée » par cet
ensemble de parties.
Les deux tribus les plus employées en calcul des probabilités sont, si Q est fini ou dénom-
brable, latribu P(€2) de toutes ses parties et, s Q = R, latribu engendrée par les intervalles
fermés bornés, que I’ on appelle latribu des boréliens de R.
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uniforme continue (loi) (uniform distribution, rectangular
distribution)

Synonyme de rectangulaire (loi).

Loi d’'une variable al éatoire continue a densité constante sur un intervalle.

Formulaire

Deux parameétresréels: me R; he R; .

Valeurs concentrées sur I'intervalle | = [m - g m + h} .

Loi de probabilité
f FA

1 1
— |- - ———————

h ' 5

h o h
2 2

densité fonction de répartition

p \

o 1 _ 1
Osix<m-—= six<m-—=
h h

f(x) = %sixel F(x) = %+ (x—m)sixe |

Sl

[E

. 1 : 1

Osix>m+= Six>m+=
h h

Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) =m

h2

— variance: Var(X) = o

— écart-type: o(X) = o

2.3
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uniforme discréte (loi) (discrete uniform distribution)
Loi d’une variable aléatoire discréte équirépartie entre un nombre fini de valeurs.

Formulaire

Version standardisée (valeurs équidistantes sur les entiers).

Un parametre réel n (nombre de valeurs prises). Soit X la variable uniforme discréte
de paramétren : valeursprises: 1, 2, ..., n.

» Loi de probabilité

P(X:k):% pour 1<k<n.

I

P4

Si=

of 1 2 3 n X
probabilités
» Valeurs caractéristiques

— espérance: E(X) = nle
2_

— variance : Var(X) = n“—1
12
n2 _

— écart-type: 6(X) = Jn7-1
2.3

unilatéral (one-sided, single-tail)

Qualifie un test paramétrique ou I’ on teste I hypothése simple Hy = « 8 = 6, » contre une
hypothese alternative unilatérale, soit Hy = « 8 < 6y », soit H; = « 6 > 6 ».

Les tables sont généralement adaptées au fonctionnement des tests bilatéraux, et la valeur
critique de la variable de test pour le risque unilatéral o est égale alavaleur critique donnée
par latable pour lerisque bilatéral 2c.

unimodale (distribution)
\Voir mode.
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V.a.
Abréviation universelle (en frangais) pour « variable aléatoire ».

valeur (value)

Quantité ou modalité que peut « prendre » une variable aéatoire ou une variable statistique
(ou caractere), ou les divers paramétres et indicateurs des distributions probabilistes ou
statistiques.

valeur caractéristique
Voir indicateur.

variable aléatoire (random variable)

Définitions de base

Grandeur (nombre réel, numéro d ordre) ou « modalité» dont la valeur dépend (varie « en
fonction ») du résultat d’ une épreuve en probabilités. A chague événement élémentairem € Q,
correspond une valeur bien définie : cette « correspondance » est trés exactement ce qu’on
appelle dans le vocabulaire ensembliste une fonction ou une application (les deux mots sont
synonymes, | utilisation tant6t de I’ un tantét de I’ autre est un simple probléme d’ usage).
De fagcon formelle, on se donne, d’ une part un espace probabilisé (Q2, A, P), d autre part un
ensemble E (I’ensemble des « valeurs prises ») ; on appelle alors variable aléatoire (définie
sur (Q, A, P) et avaleurs dans E) toute application X de Q dansE :

X:me Q - X(w) e E.
[l ne faut se laisser perturber ni par le vocabulaire ni par les notations. Une variable aléatoire
n'est pas une variable mais une application (au sens ensembliste du mot). Le mot variable est
malencontreux mais son usage est consacré... Par surcroit, |’ application variable aléaloire ne
se note jamais f ou g, mais X ou 'Y (ou par exemple N pour une variable aéatoire « de
compte »). Ces notations, également consacrées par |’ usage, sont particuliérement commodes
et pédagogiques : les variables aléatoires se notent en lettres latines majuscules, et les valeurs
prises (ou observées, en statistique) se notent par les minuscul es correspondantes.

Exemple Le lancer de 3 piéces et le nombre de Pile(s). On considére |’ espace Q = {PPR,

PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, PFP, FFF} constitué par les 8 événements élémentaires du lancer

de 3 piéces. On définit I'application X de Q dansR :

X(w) = nombre de Pile(s) de |’ événement .

C’est une variable aléatoire. On a par exemple X (PPF) = 2, X(FFF) = 0.
Etant donné un espace probabilisé (Q, A, P) et une variable aléatoire a valeurs dans E, il
faudra ensuite « induire » une mesure de probabilité sur E. Pour cela, il faut préalablement
faire de E I’espace fondamental d' un espace probabilisable (E, B), et ensuite utiliser la
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notion d’ application réciproque étendue al’ ensemble des parties. Soit f une application d’ un
ensemble E dans un ensemble F : on définit f —1 application de P(F) dans P(E) par :

sBcF:f-1(B)={xe E|f(X) € B} ={xe E|dye Bety=1(X)}.
La partie f-1(B) s appelle I'image réciproque de B. Elle est toujours définie (s'il n'existe
aucun x € Etel quef(x) € B, f-1(B) est lapartie vide).
On peut alors compléter la définition formelle. On se donne un espace probabilisé (Q, A, P)
et un espace probabilisable (E, 15). On définit une variable aléatoire comme une application
X de Q dans E qui vérifielapropriété :

VBe B,f-1(B) e A.

On dit que X est « mesurable ». On notera que la mesure de probabilité P ne joue aucun réle
dans cette définition (elle est « en réserve » pour la suite).

» Probabilité image
Etant donnés un espace probabilisé (2, A, P), un espace probabilisable (E, B), et une variable
aléatoire X : Q — E, lamesure Pinduit sur (E, 15) une mesure, appelée mesure de probabilité
image Py , par :

pour tout B € B : Py(B) = P(X ~1(B)).
La notation la plus courante est P(X € B) plutdt que Py(B) ou P(X ~1(B)). Cette notation
S adapte notamment lorsque B est un point ou un intervalle de R, on écriraaors P(X = 3),
P(a<x<b), P(X > 10), etc.
Exemple On reprend le lancer de 3 piéces, décrit par |’ espace Q = {PPP, PPF, PFP, PFF,
FPP, FPF, PFP, FFF}. Ces 8 évenements élémentaires sont supposés équiprobables (de
probabilité % donc). On considére la variable aléatoire X = nombre de Pile(s), et on cherche
la probabilité des évenements X = 2, X = 0. On a X ~1({2}) = { PPF, PFP, FPP}, événement

de Q de probabilité g donc P(X = 2) = g On a X-1({0}) = {FFF}, événement de Q de

probabilité % , donc P(X = 0) =

(ool ]

» Typologie

Une premiére distinction sépare les v.a. quantitatives, dont les valeurs sont des
« grandeurs », nombres réels, nombres complexes ou vecteurs le plus souvent, et les v.a.
qualitatives, dont les valeurs sont des « modalités ». La différence fondamentale est quel’on
peut effectuer sur les premieres des opérations mathématiques, des additions notamment (ce
qui permet de définir espérance mathématique ou moyenne, €tc.), et que par contre on ne
peut pas dépasser |e stade descriptif pour les secondes.

Parmi les variables aléatoires quantitatives, lesv.a. réelles sont d’ une importance primordiale
(d"autant que la généralisation aux v.a. complexes et aux v.a. vectorielles des concepts définis
pour lesv.a. réelles est le plus souvent trés naturelle). Une étude théorique poussée conduit a
identifier trois types fondamentaux de v.a. réelles, qui peuvent d’ailleurs se combiner. Mais
dans la pratique, la quasi-totalité des variables aléatoires réelles utilisées appartient a deux
catégories seulement.

Premiére catégorie : les variables aléatoires réelles discrétes, dont les valeurs forment un
ensemble fini ou dénombrable. Laloi de ces variables aléatoires est définie par la donnée de
I’ensemble {x} des valeurs prises et des probabilités ponctuelles p, = P(X = x), qui seront
données tantét par leur liste, tantdt par une formule permettant de les calculer.

Deuxiéme catégorie: les variables aléatoires réelles absolument continues, appel ées aussi
variables aléatoires réelles a densité, cas particulier des v.a. réelles continues. On précise
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généralement I’ ensemble exact des valeurs prises (R tout entier, lesréels positifs, I'intervalle
[0, 1], etc.). Laloi de cesvariables a éatoires est définie, soit par leur densité f(x), soit par leur
fonction de répartition F(x). La donnée de ces deux fonctions est bien sir équivalente,

puisquef(x) = F'(x) etinversement F(x) = J'X f(t)dt. Néanmoins, il arrive souvent quel’ une

des deux seulement ait une expression mathématique explicitable.

variable [statistique], caractére (variable, variate)

Grandeur (nombre réel, numéro d'ordre) ou « modalité» définie sur une « population »
d'« individus » et susceptible d’ étre observée.
Une définition formelle introduirait un premier ensemble P (une « population » d'« indi-
vidus») et un deuxiéme ensemble E (I’ensemble des « valeurs prises »), puis énoncerait
qu’ une variable statistique est une application (au sens ensembliste) de P dans E . Cette défi-
nition formelle fait de la variable statistique (ou caractére) le concept statistique correspon-
dant au concept probabiliste de variable aléatoire.
Lorsqu’une étude statistique s effectue dans un contexte clairement aléatoire (incluant la
reproductibilité dans des conditions identiques), les mots variable aéatoire, variable statis-
tique et caractére sont rigoureusement synonymes et interchangeables. Lorsqu’une étude
statistique s effectue dans un contexte privilégiant |’ aspect ensemble fixé de données (par
exemple en économie), le mot caractére est |e plus fréguemment utilisé.
Bien entendu, latypologie des variables statistiques est laméme que celle des variables aléa-
toires, notamment en ce qui concerne la distinction quantitative/qualitative et la distinction
discréte/continue.
Exemple Si onprend pour population le parc des automobiles européennes en circulation au
1€ janvier 2004, on peut définir sur cette population de nombreux caractéres, « qualitatifs »

(constructeur, nationalité du possesseur, etc.) ou « quantitatifs» (puissance, age, valeur
marchande, etc.).

variance (décomposition de la)
Voir décomposition de la variance.

variance d’un échantillon statistique

Dans une situation d’observation d' un échantillon statistique, la variance est le principal
indicateur numérique de dispersion. Parfois qualifiée de variance observée ou de variance
empirique, elle est définie comme la moyenne numérique des carrés des écarts entre les
valeurs observées et leur moyenne X .

Lavariance d'un échantillon d’ une variable aléatoire X se note le plus souvent Vary ou Var,
ou s% ou s ouVar ou s? ou s, Sil N’y aaucun risque de confusion).

Formule pour n observations individualisées x;, X,, ..., X,, |a moyenne X ayant été
préalablement calculée : _
(X =R)2+ (% =X)2+ ..+ (%, -%? _ 1w . -,

N = ﬁ-zl(Xi_X)

1=

Formule pour n observations individuelles regroupées selon k classes d effectif n
pour lavaleur &, lamoyenne ayant €té préalablement calculée :

_ _ , =k
N(E —X)2+n,(E,—X)2+ ... +n (&, —%)2 ' N

1 &1 2 &2 - Kk &k - zfj(ééj_x)z ol .I:J —

i=1

s =

s =

=

A

X
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Remarque : lorsque la valeur de la variance doit intervenir dans des formules impli-
guant des lois de probabilité (notamment pour un intervalle de confiance ou un test
d hypothése), il convient de remplacer I’ estimation biaisée donnée par la formule
« descriptive » ci-dessus par | estimation débiaisée obtenue en remplacant le dénomi-
nateur n par n— 1 (cf. aussi estimation ponctuelle).

Lorsque les classes sont desintervalles]a;, & . 4], lavaleur « typique » &; qui est utilisée dans

. a; +a; . . -
la derniére formule est celle du centre —1—2”—1 de la classe. Celaintroduit un biais, le plus

souvent trés faible (ce biais est sans rapport avec le biais systématique évoqué juste au-
dessus), mais qui peut étre compensé par lacorrection de Sheppard : si a est I'amplitude (obli-
i=k
gatoirement supposée fixe) de chaque classe, on remplace la valeur calculée Z fj(éj —X)2
i=1
i=k 52
par -Zlfj(éj -X)2— o
J =
Voir aussi formule de Huygens-Konig.

variance d’une variable aléatoire

La variance est le principal indicateur numérique de dispersion attaché a une variable aléa-
toire réelle. Il est associé a I'espérance mathématique. Sa signification est celle d'une
moyenne du carré de |’ écart entre la variable et son espérance, pondérée par les probabilités.
Comme la dimension « métrologique » de la variance est le carré de la dimension de la
variable aéatoire, il faut prendre sa racine carrée (qui est I’ écart-type) pour retrouver une
valeur interprétable concrétement.

La variance d’ une variable aléatoire X se note le plus souvent Var(X) ou 6%(X) ou 6% (ou
Var ou 62 s'il N’y aaucun risque de confusion), parfoisV (X).

Si lav.a réelle X est discréte, caractérisée par I'ensemble (fini ou dénombrable) de
valeurs {x}, avec les probabilités ponctuelles p; = P(X = x), et s son espérance
mathématique est L = E(X), on a:

Var(X) = E(X —E0))) = ¥, pixi—1)2,

(selonlescas, il s'agirad’ une somme finie ou d' une somme infinie).
Si X est absolument continue, caractérisée par la densité de probabilité f(x), et si son
espérance mathématique est u = E(X), on a:

Var() = E(X ~E0P) = [ =?0odx.

Remarque: s I’ensemble des valeurs est infini, il n'y a pas de certitude que la somme
Zx_pi(xi — )2 converge, ou que I'intégrale fm(x—u)zf(x)dx converge, avant de

I’avoir effectivement vérifié. |1l existe des variables aléatoires qui ont une espérance
mathématique mais qui n’ont pas de variance.

Voir aussi formule de Huygens-Konig.

vraisemblance (méthode du maximum de)
Voir maximum de vraisemblance (méthode du).
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Weibull (loi de) (Weibull distribution)

Loi d' une variable al éatoire continue qui intervient en théorie de lafiabilité pour modéliser la
durée de vie d'un systéme complexe.

Formulaire

Deux parametres réels: B e R} (paramétre «de forme»), T € R} (paramétre
d’ échelle de temps).
Valeurs sur les réels positifs.
Loi de probabilité
f

B=1

B<1

densité fonction de répartition
f(x) = E(X)ﬁ_lex ({X)B) (x=0) F) = 1—ex ({X)B) (x=0)
T\t P T B - P T B
Valeurs caractéristiques
— egpérance: E(X) = rl“(l + é);

— variance : Var(X) = 1:2{1"2(1 + (lx) —F(l + g)};

o

. 1 2
- t-type : 6(X) = 1"2(1 + —) —F(l + —) .
écart-type : 6(X) TJ 5 5

Cas particulier
Pour [3 = 1, on obtient la variable aéatoire exponentielle de parametre § = = (et

d’ espérance 1).

Utilisations
Danslapratique, laloi de Weibull est laloi deladurée de vie d’ un systéme complexe dont le

taux de défaillance est A(x) = % E(E)B_l
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Dans le cas particulier B = 1 de laloi exponentielle, le taux de défaillance est constant (et
éga ap) : le systéme est « sans vieilllissement ».
Lorsque 3 > 1, le taux de défaillance augmente avec le temps : le systéme s'use ou vieillit.

Wilcoxon (test de) (Wilcoxon [rank sum] test)

Test d hypothese non paramétrique utilisé pour comparer les distributions de deux échan-
tillons statistiques. Auss appelé «test de la somme des rangs », il fonctionne, non pas a
partir des valeurs précises observées, mais a partir des rangs de ces valeurs interclassées.

Si les variables aléatoires X et'Y dont proviennent respectivement les deux échantillons ont
méme loi, elles ont en particulier méme espérance mathématique, et c'est trés souvent
comme test de | hypothese dérivée « iy = Ly » que le test de Wilcoxon est utilisé. L hypo-

these (réellement testée) Hy = « X et Y ont méme loi » a pour conséquence immédiate la
symétrie P(X <Y) = P(X >Y) (si leslois sont continues, on a par surcroit P(X =Y) =0, et

doncP(X <Y)=P(X>Y) = % ). Lamise en cauvre du test de Wilcoxon est une simple exploi-

tation de cette égalité des probabilités symétriques.

test non paramétrique de comparaison de deux lois de probabilité,
également utilisé pour comparer deux espérances mathématiques iy et py

» Données. Deux séries:
— un échantillon (xq, Xy, ..., X,_) deny valeurs observées d' une variable aléatoire numeé-
rique X d’ espérance mathén)%atique Ly ;
— un échantillon (yy, Ys, ..., ¥, ) deny valeurs observées d' une variable aléatoire nume-
riqueY d espérance mathéniatique Ly
* Hypothése réellement testée. Hy = « X et Y ont mémeloi » contre H, aternative.
¢ Hypothese dérivée. Hy = « [y = [y » contre Hy = « Ly # Ly ».
* Déroulement technique du test
1. Onclasselesny + ny valeurs observées par ordre croissant.
2. On calculelasomme Wy desrangs des valeurs de lavariable X (s'il y a des ex aqjuo,
on leur attribue le rang moyen).
3. On caculelavaeur observée delavariable de test :
Nx(Ny +ny +1)
B e
Jnxnv(nx +tny+1)
12
Lesvaeursderéférence delavariable detest sont alire, soit dans des tables spécifiques pour

les petites valeurs de ny et ny, soit dans latable de la loi normale (centrée réduite), pour le
risque bilatéral o.

Wi

W =

« Conditions et précautions
— Il n'y aaucune condition sur laloi communea X ety ;
— par contre, laloi normale (centrée réduite) est laloi limite pour la variable de test, ce
qui induit une condition de taille si I’ on ne dispose pas de table spécifique ; il est clas-
sique de demander ny et ny > 10 pour pouvoir se référer alatable delaloi normale.
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[l régne un certain flottement dans |’ appellation de cetest. |1 existe en effet un test de Mann-
Whitney qui teste les mémes hypothéses dans la méme situation, en comptant les inversions
du classement au lieu de faire la somme des rangs. Ces deux tests sont complétement équiva-
lents (la variable Wy du test de Wilcoxon et la variable Uyy du test de Mann-Whitney sont

liées par larelation Uyy =Wy — % ny(ny + 1)). Dans certains ouvrages, les appellations sont

permutées. Par ailleurs, on trouve aussi |’ appellation «test de Wilcoxon » sans précision
pour un précurseur historique qui fonctionne sur des séries appariées, cf. juste ci-dessous.

Wilcoxon (test de — pour les séries appariées) (Wilcoxon signed
rank test)

Test d’ hypothese non paramétrique utilisé pour contréler I’ absence de « différence systéma-
tique » dans un échantillon statistique constitué « par paires ».

La situation de base este celle de couples de variables numériques (X, Y;), dont chacun
donnera lieu & une observation couplée. Les lois des X; et desY; ne font pas I’ objet d’un
présupposé d uniformité et I'on postule seulement que les différences D; =Y, — X; suivent
toutes la loi d’'une méme variable Z, et I'hypothése H, est la symétrie de cette loi. Cette
symétrie peut étre controlée par le test des signes, qui ne prend en compte que les signes des
différences. Comme le test de Wilcoxon prend aussi en compte I’ampleur des différences (a
travers leur rang de classement), il est meilleur que le test des signes (maisil n"en a pas la
simplicité et larapidité « manuelle »).

Pour I’ utilisation pratique du test de Wilcoxon pour |es séries appariées, voir test des signes.

test bilatéral non paramétrique de symétrie
de la loi d'une différence de variables

» Données. Deux séries appariées : un échantillon double ((X;, Y1), (X2, ¥2), .., (X Yn)) den
valeurs couplées de deux variables aléatoires numériques dont les différences suivent toutes
laloi d’'une méme variable Z.

 Hypothese testée. Hy = « laloi de Z est symétrique » contre H, alternative.
 Déroulement technique du test
1. Oncdculelesdifférencesd; = y; — x; et on lesrange par valeurs absolues croissantes.

2. On calcule lasomme W des rangs des différences positives (S'il y a des ex aquo, on
leur attribue le rang moyen).

3. Oncaculelavaleur observée de lavariable de test :

‘W_ngn+lg‘
W= 4

nn+1)(2n+1)
24

Les valeurs de référence de la variable de test sont a lire soit dans des tables spécifi-
ques pour les petites valeurs de n, soit danslatable delaloi normale (centrée réduite),
pour lerisque bilatéra o.

« Conditions et précautions. Aucunes.

de Witt (Jan)
Homme d’ état hollandais (1625-1672). |1 effectuale premier calcul de rentes viageres.

e AN
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Yates (correction [de continuité] de) (Yates correction)

Dans un test du khi-deux d'indépendance ou d’homogénéité a quatre classes (2 X 2),
correction qui permet de faire fonctionner le test méme lorsque la condition sur I’ effectif
npij = 5 N'est pas respectée : si tous les np;; sont > 3, on remplace:

1 2
2 2 2 2 \nij—npij\—')
(Njj —Np;j)? ( 2
U2 par - .
ig‘lj:l np;; 2 Z npj;
Cette correction, qui est e simple décalque de certaines formules ou |’ on approxime une loi
discréte (notamment binomiale) par une loi continue, N’ a pas de justification théorique et ne
fait pas|’unanimité. Elle a néanmoins pour avantage de diminuer lavaleur du khi-deux et de
prémunir contre un rejet trop hétif de I’ hypothese Hy,.

Yule (conditions de) (Yule conditions)
Critéres de qualité globale pour un indicateur statistique (de tendance centrale, de disper-
sion, ...). Dans un ordre qui est a peu prés celui de I'importance, ce sont :

étre défini de facon objective ;

— dépendre de toutes les observations (pour avoir une signification « exhaustive » et aussi
pour assurer une convergence de fait lorsque lataille de I’ échantillon augmente) ;

— étre peu sensible aux valeurs extrémes (sur ce critere comme sur le précédent, le centre et
|’ étendue sont médiocres) ;

— avoir une signification concrete ;

— se préter au calcul algébrique (ou plutdt figurer naturellement dans les théorémes et
formules du calcul des probabilités: supériorité par exemple de lamoyenne sur lamédiane
ou lemode) ;

— étresimpleacalculer ;

étre peu sensible aux fluctuations d’ échantillonnage.
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z (test)

Nom parfois donné au test de Student lorsqu’il est appliqué & un échantillon de « grande
taille » (classiqguement n > 30) et que latable de référence du test est latable delaloi normale
et non latable delaloi de Student.

zéro-un (loi du — de Kolmogorov) (zero-one Kolmogorov law)

Théoréme qui énonce que, sous certaines conditions, certains événements (qui sont souvent
des événements tres intéressants dans la pratique) relatifs a une suite infinie de variables
al éatoires indépendantes ne peuvent pas avoir une probabilité autre que 0 ou 1.

Pour donner I’ énoncé de ce théoreme, il faut préalablement définir la notion d’ « évenement
de queue » : étant donnée une suiteinfinie (X)) de variables aléatoires, on appelle événement
de queue tout évenement global qui N’ est pas modifié si I'on modifie un nombrefini d’ événe-
ments de la suite (par exemple « pour n assez grand (traduction formelle: Ingn>ng ...), on
atelle ou telle propriété de X, »).

L’ énoncé du théoreme (« loi ») de Kolmogorov est alors : étant donnée une suite infinie de
variables aléatoires indépendantes, un événement de queue ne peut pas avoir une probabilité
autrequeOou 1.

Voir Borel-Cantelli (lemme de).

Zipf (loi de) (Zipf distribution)
Loi empirique qui régit notamment la fréquence des mots dans une langue. Cette loi a été
découverte en 1936 par |e sociologue américain G. K. Zipf. Elle énonce que, si |'on classe les
mots par ordre de fréquences décroissantes, la fréguence du k-iéme mot est approximativement

proportionelle a % .

Cette loi semble particulierement adaptée aux évenements qui sont trés nombreux et de
probabilité ou de fréguence trés faiblement décroissantes au-dela des tout premiers. Par
exemple, elle rend bien compte des populations des villes d' un pays (ou du Globe) — étant
entendu que I’ on peut convertir une population en probabilité d' appartenance d’ un citoyen
tiré au hasard.
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Table 1

Loi normale centrée réduite N (0, 1)

Table de la fonction de répartition

Probabilité d’ avoir une valeur inférieure ax :

1 2
IT(x) = P(X<X) = —| et/2dt
A/ZEL»@

0 x
X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,00 | 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,170 | 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,20 | 0,5793 0,5832 0,5871 10,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,30 | 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,40 | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,50 | 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,60 | 0,7257 0,7291 0,7324 10,7357 0,7389 0,7422 10,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,70 |0,7580 0,7611 0,7642 10,7673 0,7704 0,7734 10,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,80 |0,7881 0,7910 0,7939 10,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,90 | 08159 0,818 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 10,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,00 | 0,8413 10,8438 0,8461 0,8485 10,8508 0,8531 0,8554 10,8577 0,8599 0,8621
1,10 | 0,8643 10,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 10,8810 0,8830
1,20 | 0,8849 10,8869 10,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,30 | 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,40 | 0,9192 10,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 10,9306 0,9319
1,50 | 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 10,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,60 | 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 10,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,70 | 0,9554 10,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,80 | 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,90 | 0,9713 10,9719 0,9726 0,9732 0,9738 10,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,00 |09772 0,9778 0,9783 10,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,10 |0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,20 | 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,30 | 0,9893 0,989 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,40 |0,9918 0,9920 0,9922 10,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,50 |0,9938 0,9940 0,9941 10,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,60 | 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,70 | 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,80 | 09974 0,9975 0,9976 10,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,90 |0,9981 0,9982 0,9982 0,9984 0,9984 0,9984 10,9985 0,9985 0,9986 0,9986

Pour x < 0 prendre le complément a 1 de la valeur lue dans la table pour —x :

I1(x) = 1 -TI(—X)
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Table pour les grandes valeurs de x
X 3,0 31 3,2 33 3.4 3,5 36 3,7
M(x) |0,998 650 0,999 032 0,999 313 0,999 517 0,999 663 0,999 767 0,999 841 0,999 892
1-Ti(x) |0,001350 0,000968 0,000 687 0,000 483 0,000 337 0,000 233 0,000 159 0,000 108
X 3.8 3,9 4,0 4,1 4,2 43 4,4 4,5
M(x) |0,998 928 0,999 952 0,999 968 0,999 979 0,999 987 0,999 991 0,999 995 0,999 997
1-Ti(x) |0,000072 0,000 048 0,000 032 0,000 021 0,000 013 0,000 009 0,000 005 0,000 003
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Table 2
Loi normale centrée réduite N (0, 1)
Table de dépassement de |'écart absolu
En fonction d'une probabilité o ; vaeur de
I"écart x qui posséde la probabilité o d'étre
dépassé en valeur absolue :
P(|X| >x)=a
L27TPD
-X X
o 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0,00 © 2576 2,326 2,170 2,054 1,960 1,881 1,812 1,751 1,695
0,10 | 1,645 1,598 1,555 1,514 1,476 1,440 1,405 1,372 1,341 1,311
020 | 1,282 1,254 1,227 1,200 1,175 1,150 1,126 1,103 1,080 1,058
030 | 1,036 1,015 0994 0,974 0954 0,935 0,915 089 0,878 0,860
040 | 0,842 0,824 0806 0,789 0,772 0,755 0,739 0,722 0,706 0,690
050 | 0,674 0,659 0,643 0,628 0613 0598 0,583 0,568 0,553 0,539
060 | 0,524 0510 0,496 0,482 0468 0,454 0,440 0,426 0,412 0,399
070 | 0,385 0372 0,358 0,345 0,332 0319 0305 0292 0279 0,266
0,80 | 0,253 0240 0,228 0,215 0202 0,189 0,176 0,164 0,151 0,138
090 | 0,126 0,113 0,100 0,08 0,075 0,063 0,050 0,038 0,025 0,013
Table pour les petites valeurs de o
o X o
0,000 000 001 6,109
0,000 1 3,891
0,000 000 01 5,730 0,000 2 3,719
0,000 000 02 5,612 0,000 5 3,481
0,000 000 05 5,451
0,001 3,291
0,000 000 1 5,327 0,002 3,090
0,000 000 2 5,199 0,003 2,968
0,000 000 5 5,026 0,004 2,878
0,005 2,807
0,000 001 4,892 0,006 2,748
0,000 002 4,753 0,007 2,696
0,000 005 4,565 0,008 2,652
0,009 2,612
0,000 01 4,417
0,000 02 4,265 0,010 2,576
0,000 05 4,056
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Table 3

Loi de Student

Table de dépassement de I'écart absolu

En fonction du nombre ddl de degrés de liberté
et d'une probabilité o : valeur de I’écart t qui
possede la probabilité o d'étre dépassé en
valeur absolue.

-t 0 t

o 0,50 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001 0,0001

ddl
1 1,000 3,078 6,314 12,706 31,821 63,657 127,32 318,31 636,62 6366,2
2| 0816 1,88 2,920 4,303 6,965 9,925 14,089 22,327 34,599 99,992
3| 0765 1,638 2,353 3,182 4,541 5841 7,453 10,215 12,924 28,000
4| 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5598 7,173 8,610 15,544
5| 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5893 6,869 11,178
6| 0718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5208 5959 9.082
7| 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 4,785 5,408 7,885
8| 0706 1,397 1,860 2,306 2,89 3,355 3,833 4,501 5041 7,120
9| 0703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690 4,297 4,781 6,594

10| 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581 4,144 4,587 6,211

1| 0697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025 4,437 5,921
12| 0,69 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930 4,318 5,694
13| 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852 4,221 5,513
14| 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,326 3,787 4,140 5,363
15| 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733 4,073 5,239
16| 0,69 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,252 3,686 4,015 5,134
17| 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646 3,965 5,044
18| 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610 3,922 4,966
19| 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2861 3,174 3,579 3,883 4,897
20| 0687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552 3,850 4,837

21| 0686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527 3,819 4,784
22| 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119 3,505 3,792 4,736
23| 0685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485 3,768 4,693
24| 0,685 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,091 3,467 3,745 4,654
25| 0684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450 3,725 4,619

30| 068 1,310 1,697 2,042 2457 2,750 3,030 3,385 3,646 4,482
35| 0,682 1,306 1,690 2,030 2,438 2,724 2,99 3,340 3,591 4,389
40| 0,681 1,303 1,684 2,021 2423 2,704 2,971 3,307 3,551 4,321
45| 0,680 1,301 1,679 2,014 2,412 2,690 2,952 3,281 3,520 4,269
50| 0,679 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678 2,937 3,261 3,496 4,228
60| 0,679 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 2,915 3,232 3,460 4,169
70| 0,678 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648 2,899 3,211 3,435 4,127
80| 0,678 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 2,887 3,195 3,416 4,096
90| 0,677 1,291 1,662 1,987 2,368 2,632 2,878 3,183 3,402 4,072

100 | 0,677 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626 2,871 3,174 3,390 4,053
150 | 0,676 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609 2,849 3,145 3,357 3,998
200| 0,676 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 2,839 3,131 3,340 3,970
300| 0675 1,284 1,650 1,968 2,339 2,592 2,828 3,118 3,323 3,944
500 | 0,675 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 2,820 3,107 3,310 3,922
1000| 0,675 1,282 1,646 1,962 2,330 2,581 2,813 3,098 3,300 3,906

| 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807 3,090 3,291 3,891
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Tables

Valeurs critiques du coefficient de corrélation linéaire p

Table de la valeur absolue qui posséde une probabilité
donnée d’'étre dépassée (échantillon normal)

En fonction du nombre ddl de degrés de liberté (égal an — 2 pour une corrélation simple) et
d’une probabilité o : valeur de r qui possede la probabilité o d'étre dépassée en valeur

absolue, soit P(Jp| > 1) = a.

Table 4

o 0,10 0,05 0,01
ddl
1 0,9877 0,9969 0,9999
2 0,9000 0,9500 0,9900
3 0,8054 0,8783 0,9587
4 0,7293 0,8114 0,9172
5 0,6694 0,7545 0,8745
6 0,6215 0,7067 0,8343
7 0,5822 0,6664 0,7977
8 0,5494 0,6319 0,7646
9 0,5214 0,6021 0,7348
10 0,4973 0,5760 0,7079
1 0,4762 0,5529 0,6835
12 0,4575 0,5324 0,6614
13 0,4409 0,5139 0,6411
14 0,4259 0,4973 0,6226
15 0,4124 0,4821 0,6055
16 0,4000 0,4683 0,5897
17 0,3887 0,4555 0,5751
18 0,3783 0,4438 0,5614
19 0,3687 0,4329 0,5487
20 0,3598 0,4227 0,5368
21 0,3515 0,4132 0,5256
22 0,3438 0,4044 0,5151
23 0,3365 0,3961 0,5052
24 0,3297 0,3882 0,4958
25 0,3233 0,3809 0,4869
30 0,2960 0,3494 0,4487
35 0,2746 0,3246 0,4182
40 0,2573 0,3044 0,3932
45 0,2428 0,2875 0,3721
50 0,2306 0,2732 0,3541
60 0,2108 0,2500 0,3248
70 0,1954 0,2319 0,3017
80 0,1829 0,2172 0,2830
90 0,1726 0,2050 0,2673
100 0,1638 0,1946 0,2540
1,645 1,960 2,576
ddl > 100 Jddi + 1 Jddi + 1 Jddi+ 1
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Table 5

Loi du khi-deux
Table de dépassement de I'écart

En fonction du nombre ddl de degrés de liberté
et d'une probabilité o, : valeur de I’ écart %2 qui
possede la probabilité o, d’ étre dépassée.

0 x>
ol o 0,999 0,99 0,95 0,90 0,50 0,10 0,05 0,01 0,001
1 0,000002 0,00016 0,00393 0,0158 0,455 2,706 3,841 6,635 10,828
2 0,00200 0,0201 0,103 0,211 1,386 4,605 5,991 9,210 13,816
3 0,0243 0,115 0,352 0,584 2,366 6,251 7,815 11,345 16,266
4 0,0908 0,297 0,711 1,064 3,357 7,779 9,488 13,277 18,467
5 0,210 0,554 1,145 1,610 4,351 9,236 11,070 15,086 20,515
6 0,381 0,872 1,635 2,204 5,348 10,645 12,592 16,812 22,458
7 0,598 1,239 2,167 2,833 6,346 12,017 14,067 18,475 24,322
8 0,857 1,646 2,733 3,490 7,344 13,362 15,507 20,090 26,124
9 1,152 2,088 3,325 4,168 8,343 14,684 16,919 21,666 27,877
10 1,479 2,558 3,940 4,865 9,342 15,987 18,307 23,209 29,588
11 1,834 3,053 4,575 5,578 10,341 | 17,275 19,675 24,725 31,264
12 2,214 3,571 5,226 6,304 11,340 | 18,549 21,026 26,217 32,909
13 2,617 4,107 5,892 7,042 12,340 | 19,812 22,362 27,688 34,528
14 3,041 4,660 6,571 7,790 13,339 | 21,064 23,685 29,141 36,123
15 3,483 5,229 7,261 8,547 14,339 | 22,307 24,996 30,578 37,697
16 3,942 5,812 7,962 9,312 15,338 | 23,542 26,296 32,000 39,252
17 4,416 6,408 8,672 10,085 | 16,338 | 24,769 27,587 33,409 40,790
18 4,905 7,015 9,390 10,865 | 17,338 | 25,989 28,869 34,805 42,312
19 5,407 7,633 10,117 11,651 | 18,338 | 27,204 30,144 36,191 43,820
20 5,921 8,260 10,851 12,443 | 19,337 | 28,412 31,410 37,566 45,315
21 6,447 8,897 11,591 13,240 | 20,337 | 29,615 32,671 38,932 46,797
22 6,983 9,542 12,338 14,041 | 21,337 | 30,813 33,924 40,289 48,268
23 7,529 10,196 13,091 14,848 | 22,337 | 32,007 35,172 41,638 49,728
24 8,085 10,856 13,848 15,659 | 23,337 | 33,196 36,415 42,980 51,179
25 8,649 11,524 14,611 16,473 | 24,337 | 34,382 37,652 44,314 52,620
30 11,59 14,95 18,49 20,60 29,34 40,26 43,77 50,89 59,70
35 14,69 18,51 22,47 24,80 34,34 46,06 49,80 57,34 66,62
40 17,92 22,16 26,51 29,05 39,34 51,81 55,76 63,69 73,40
45 21,25 25,90 30,61 33,35 44,34 57,51 61,66 69,96 80,08
50 24,67 29,71 34,76 37,69 49,33 63,17 67,50 76,15 86,66
60 31,74 37,48 43,19 46,46 59,33 74,40 79,08 88,38 99,61
70 39,04 45,44 51,74 55,33 69,33 85,53 90,53 100,43 112,32
80 46,52 53,54 60,39 64,28 79,33 96,58 101,88 112,33 124,84
90 54,16 61,75 69,13 73,29 89,33 107,57 113,15 124,12 137,21
100 61,92 70,06 77,93 82,36 99,33 118,50 124,34 135,81 149,45

Nota : pour effectuer un test du khi-deux, seule la partie droite de la table est utile ; pour
calculer un intervalle de confiance pour une variance (échantillon normal) ou pour effectuer
un test de quotient de variances (échantillons normaux), les valeurs pour les probabilités
complémentaires o et 1o sont simultanément utilisées.
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Table 6a
Loi du F de Fisher-Snedecor
Table de I'écart ayant une probabilité 0,05 de dépassement

En fonction des nombres de degrés de liberté vy

et v, : valeur de I’ écart de lavariable F(vy, v»)

qui possede la probabilité 0,05 d’ étre dépassée.

0,95 0,05
0 F
Vil 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30 40 50 100 <

2]
1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 246 248 250 251 252 253 254
2 18,5 19,0 19,2 19,2 19,3 19,3 194 19,4 19,4 19,4 194 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5 19,5 19,5
3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 894 8,89 885 881 8,79 8,74 8,70 8,66 8,62 859 858 855 853
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 596 591 586 580 575 572 570 566 5,63
5 6,61 5,79 541 519 505 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56 4,50 4,46 4,44 4,41 4,37
6 599 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87 3,81 3,77 3,75 3,71 3,67
7 559 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44 3,38 3,34 3,32 3,27 3,23
8 532 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15 3,08 3,04 3,02 2,97 2,93
9 512 4,26 3,86 3,63 3,48 3,27 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,86 2,83 2,80 2,76 2,71
10 [4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77 2,70 2,66 2,64 2,59 2,54
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,57 2,53 2,51 2,46 2,40
12 14,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 2,47 2,43 2,40 2,35 2,30
13 14,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,38 2,34 2,31 2,26 2,21
14 14,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 2,31 2,27 2,24 2,19 2,13
15 14,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,40 2,33 2,25 2,20 2,18 2,12 2,07
16 4,49 3,63 3,23 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,42 2,35 2,28 2,19 2,15 2,12 2,07 2,01
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,38 2,31 2,23 2,15 2,10 2,08 2,02 1,96
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,34 2,27 2,19 2,11 2,06 2,04 1,98 1,92
19 14,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,31 2,23 2,16 2,07 2,03 2,00 1,94 1,88
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,28 2,20 2,12 2,04 1,99 1,97 1,91 1,84
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,16 2,09 2,01 1,92 1,87 1,84 1,78 1,71
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,09 2,01 1,93 1,84 1,79 1,76 1,70 1,62
35 4,12 3,27 2,87 2,64 2,49 2,37 2,29 2,22 2,16 2,11 2,04 1,96 1,88 1,79 1,74 1,70 1,63 1,56
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,00 1,92 1,84 1,74 1,69 1,66 1,59 1,51
45 14,05 3,20 2,81 2,58 2,42 2,31 2,22 2,15 2,10 2,05 1,97 1,89 1,81 1,71 1,66 1,63 1,55 1,47
50 |4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03 1,95 1,87 1,78 1,69 1,63 1,60 1,52 1,44
55 4,02 3,16 2,77 2,54 2,38 2,27 2,18 2,11 2,06 2,01 1,93 1,85 1,76 1,67 1,61 1,58 1,50 1,41
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 192 1,84 1,75 1,65 1,59 1,56 1,48 1,39
65 3,99 3,14 2,75 2,51 2,36 2,24 2,15 2,08 2,03 1,98 1,90 1,82 1,73 1,63 1,58 1,54 1,46 1,37
70 3,98 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,14 2,07 2,02 1,97 1,89 1,81 1,72 1,62 1,57 1,53 1,45 1,35
75 3,97 3,12 2,73 2,49 2,34 2,22 2,13 2,06 2,01 1,96 1,88 1,80 1,71 1,61 1,55 1,52 1,44 1,34
80 |3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 2,06 2,00 1,95 1,88 1,79 1,70 1,60 1,54 1,51 1,43 1,32
85 3,95 3,10 2,71 2,48 2,32 2,21 2,12 2,05 1,99 1,94 1,87 1,79 1,70 1,59 1,54 1,50 1,42 1,31
90 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,11 2,04 199 1,94 1,86 1,78 1,69 1,59 1,53 1,49 1,41 1,30
95 3,94 3,09 2,70 2,47 2,31 2,20 2,11 2,04 1,98 1,93 1,86 1,77 1,68 1,58 1,53 1,48 1,40 1,29
100 |3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93 1,85 1,77 1,68 1,57 1,52 1,48 1,39 1,28
150 |3,90 3,06 2,66 2,43 2,27 2,16 2,07 2,00 1,94 1,89 1,82 1,73 1,64 1,54 1,48 1,44 1,34 1,22
200 |3,89 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93 1,88 1,80 1,72 1,62 1,52 1,46 1,41 1,32 1,19
300 |3,87 3,03 2,63 2,40 2,24 2,13 2,04 1,97 191 1,86 1,78 1,70 1,61 1,50 1,43 1,39 1,30 1,15
500 |3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,12 2,03 1,9 190 1,85 1,77 1,69 1,59 1,48 1,42 1,38 1,28 1,11
1000 |3,85 3,00 2,61 2,38 2,22 2,11 2,02 1,95 1,89 1,84 1,76 1,68 1,58 1,47 1,41 1,36 1,26 1,08
) 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83 1,75 1,67 1,57 1,46 1,39 1,35 1,24 1,00
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Table 6b

Loi du F de Fisher-Snedecor

Table de I'écart ayant une probabilité 0,01 de dépassement

En fonction des nombres de degrés de liberté v,
et v, : valeur de I’ écart de lavariable F(vy, v»)
qui possede la probabilité 0,01 d’ étre dépassee.

0,99 0,01
0 F
Vil 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30 40 50 100 o
V2
1 4052 5000 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6106 6157 6209 6261 6287 6303 6334 6366
2 98,5 99,0 99,2 99,2 99,3 99,3 99,4 99,4 99,4 99,4 99,4 99,4 99,4 99,5 99,5 99,5 99,5 99,5
3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 279 27,7 27,5 27,3 27,2 27,1 26,9 26,7 26,5 26,4 26,4 26,2 26,1
4 21,2 18,0 16,7 16,0 155 152 150 14,8 14,7 14,5 14,4 14,2 14,0 13,8 13,7 13,7 13,6 13,5
5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 10,1 9,89 9,72 9,55 9,38 9,29 9,24 9,13 9,02
6 13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,72 7,56 7,40 7,23 7,14 7,09 6,99 6,88
7 12,2 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62 6,47 6,31 6,16 599 591 586 5,75 5,65
8 11,3 865 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 591 581 567 5,52 536 520 512 5,07 4,96 4,86
9 10,6 8,02 6,99 6,42 6,06 580 561 547 535 526 511 4,96 4,81 4,65 4,57 4,52 4,41 4,31
10 10,0 7,56 6,55 5,99 5,64 539 520 506 4,94 4,85 4,71 4,56 4,41 4,25 4,17 4,12 4,01 3,91
1 9,65 7,21 6,22 567 5,32 507 4,89 4,74 4,63 4,54 4,40 4,25 4,10 3,94 3,86 3,81 3,71 3,60
12 9,33 6,93 595 541 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30 4,16 4,01 3,86 3,70 3,62 3,57 3,47 3,36
13 9,07 6,70 5,74 521 4,86 4,62 4,44 430 4,19 4,10 3,96 3,82 3,66 3,51 3,43 3,38 3,27 3,17
14 18,86 6,51 556 504 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,80 3,66 3,51 3,35 3,27 3,22 3,11 3,00
15 |8,68 6,36 542 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,67 3,52 3,37 3,21 3,13 3,08 2,98 2,87
16 |8,53 6,23 529 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,55 3,41 3,26 3,10 3,02 2,97 2,86 2,75
17 8,40 6,11 5,19 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,46 3,31 3,16 3,00 2,92 2,87 2,76 2,65
18 18,29 6,01 509 4,558 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51 3,37 3,23 3,08 2,92 2,84 2,78 2,68 2,57
19 18,18 5,93 5,01 450 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43 3,30 3,15 3,00 2,84 2,76 2,71 2,60 2,49
20 8,10 585 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37 3,23 3,09 2,94 2,78 2,69 2,64 2,54 2,42
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13 2,99 2,85 2,70 2,54 2,45 2,40 2,29 2,17
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,84 2,70 2,55 2,39 2,30 2,25 2,13 2,01
35 7,42 5,27 4,40 3,91 3,59 3,37 3,20 3,07 2,96 2,88 2,74 2,60 2,44 2,28 2,19 2,14 2,02 1,89
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80 2,66 2,52 2,37 2,20 2,11 2,06 1,94 1,80
45 7,23 511 4,25 3,77 3,45 3,23 3,07 2,94 2,83 2,74 2,61 2,46 2,31 2,14 2,05 2,00 1,88 1,74
50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,78 2,70 2,56 2,42 2,27 2,10 2,01 1,95 1,82 1,68
55 7,12 5,01 4,16 3,68 3,37 3,15 2,98 2,85 2,75 2,66 2,53 2,38 2,23 2,06 1,97 1,91 1,78 1,64
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63 2,50 2,35 2,20 2,03 1,94 1,88 1,75 1,60
65 7,04 4,95 4,10 3,62 3,31 3,09 2,93 2,80 2,69 2,61 2,47 2,33 2,17 2,00 1,91 1,85 1,72 1,57
70 7,01 4,92 4,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67 2,59 2,45 2,31 2,15 1,98 1,89 1,83 1,70 1,54
75 6,99 4,90 4,05 3,58 3,27 3,05 2,89 2,76 2,65 2,57 2,43 2,29 2,13 1,96 1,87 1,81 1,67 1,52
80 6,96 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55 2,42 2,27 2,12 1,94 1,85 1,79 1,65 1,49
85 6,94 4,86 4,02 3,55 3,24 3,02 2,86 2,73 2,62 2,54 2,40 2,26 2,10 1,93 1,83 1,77 1,64 1,47
90 6,93 4,85 4,01 3,53 3,23 3,01 2,84 2,72 2,61 2,52 2,39 2,24 2,09 1,92 1,82 1,76 1,62 1,46
95 6,91 4,84 3,99 3,52 3,22 3,00 2,83 2,70 2,60 2,51 2,38 2,23 2,08 1,90 1,81 1,75 1,61 1,44
100 |6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50 2,37 2,22 2,07 1,89 1,80 1,74 1,60 1,43
150 (6,81 4,75 3,91 3,45 3,14 2,92 2,76 2,63 2,53 2,44 2,31 2,16 2,00 1,83 1,73 1,66 1,52 1,33
200 |6,76 4,71 3,88 3,41 3,11 2,89 2,73 2,60 2,50 2,41 2,27 2,13 1,97 1,79 1,69 1,63 1,48 1,28
300 |6,72 4,68 3,85 3,38 3,08 2,86 2,70 2,57 2,47 2,38 2,24 2,10 1,94 1,76 1,66 1,59 1,44 1,22
500 |6,69 4,65 3,82 3,36 3,05 2,84 2,68 2,55 2,44 2,36 2,22 2,07 1,92 1,74 1,63 1,57 1,41 1,16
1000 | 6,66 4,63 3,80 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43 2,34 2,20 2,06 1,90 1,72 1,61 1,54 1,38 1,
oo 6,63 4,61 3.78 3,31 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32 2,18 2,04 1,88 1,70 1,59 1,52 1,36 1,00
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Statistique des rangs de Wilcoxon

Table 7

Table des valeurs critiques

On désigne par ny lataille du plus petit des deux échantillons et par n, lataille du plus grand.

Lavariable aléatoire W (= W(ny, n,)) est la somme des rangs du plus petit échantillon.

1. Valeurs critiques unilatérales inférieures

Lesvaleursw (= w(ny, nz, o)) données dans la table sont définies par :

PW<w) <o e PW<w+1)>o

Table pour a = 0,025

ny 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ny
1
2 -
3 —
4 - - 10
5 - 6 11 17
6 - 7 12 18 26
7 - 7 13 20 27 36
8 3 8 14 21 29 38 49
9 3 8 14 22 31 40 51 62
10 3 9 15 23 32 42 53 65 78
11 3 9 16 24 34 44 55 68 81
12 4 10 17 26 35 46 58 71 84
13 4 10 18 27 37 48 60 73 88
14 4 11 19 28 38 50 62 76 91
15 4 1 20 29 40 52 65 79 94
16 4 12 21 30 42 54 67 82 97
17 5 12 21 32 43 56 70 84 100
18 5 13 22 33 45 58 72 87 103
19 5 13 23 34 46 60 74 90 107
20 5 14 24 35 48 52 77 93 110
21 6 14 25 37 50 64 79 95 113
22 6 15 26 38 51 66 81 98 116
23 6 15 27 39 53 68 84 101 119
24 6 16 27 40 54 70 86 104 122
25 6 16 28 42 56 72 89 107 126
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Table pour a = 0,05

ny 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n,
1 -
2 _ _
3 - - 6
4 - - 6 1
5 - 3 7 12 19
6 - 3 8 13 20 28
7 - 3 8 14 21 30 39
8 - 4 9 15 23 31 41 51
9 - 4 10 16 24 33 43 54 66
10 - 4 10 17 26 35 45 56 69 82
11 - 4 11 18 27 37 47 59 72 86
12 - 5 11 19 28 38 49 62 75 89
13 - 5 12 20 30 40 52 64 78 92
14 - 6 12 21 31 42 54 67 81 96
15 - 6 13 22 33 44 56 69 84 929
16 - 6 14 24 34 46 58 72 87 103
17 - 6 15 25 35 47 61 75 20 106
18 - 7 15 26 37 49 63 77 93 110
19 1 7 16 27 38 51 65 80 96 113
20 1 7 17 28 40 53 67 83 99 117
21 1 8 17 29 41 55 69 85 102 120
22 1 8 18 30 43 57 72 88 105 123
23 1 8 19 31 44 58 74 90 108 127
24 1 9 19 32 45 60 76 93 111 130
25 1 9 20 33 47 62 78 96 114 134

2. Valeurs critiques unilatérales supérieures
Elles sont égales a
n(ng +np+ 1) —w,
ou w est lavaleur critique inférieure (donnée par latable précédente).
3. Valeurs critiques bilatérales inférieures
Pour le risque o, ce sont les couples constitués par la valeur critique inférieure et la valeur
critique supérieure relatives au risque % . Les deux tables précédentes sont donc utilisables

pour lerisque bilatéral o= 0,05 et o =0,10.

Statistique d’inversions de Mann-Whitney

La variable aléatoire U (= U(ny, nz)) est le nombre d'inversions: vaeurs du plus grand
échantillon devant des valeurs du plus petit échantillon.
Larelation

w=u+ %nl(n1+ 1)

permet de se rapporter aux tables de la statistique de Wilcoxon.
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Table 8

Valeurs critiques pour la variable aléatoire A, de Kolmogorov

Table de la valeur absolue qui posséde une probabilité
donnée d’étre dépassée

En fonction de lataille n de I’ échantillon et d’ une probabilité o : valeurs de & qui possedent
laprobabilité o d’ étre dépassées en valeur absolue.

Si An = supx [Fa(X) — Fo(X)], P(An > 8) = o

0,10 0,05 0,01

n
1 0,9500 0,9750 0,9950
2 0,7764 0,8419 0,9293
3 0,6360 0,7076 0,8290
4 0,5652 0,6239 0,7342
5 0,5095 0,5633 0,6685
6 0,4680 0,5193 0,6166
7 0,4361 0,4834 0,5758
8 0,4096 0,4543 0,5418
9 0,3875 0,4300 0,5133
10 0,3697 0,4092 0,4889
11 0,3524 0,3912 0,4677
12 0,3381 0,3754 0,4491
13 0,3255 0,3614 0,4325
14 0,3142 0,3489 0,4176
15 0,3040 0,3376 0,4042
16 0,2947 0,3273 0,3920
17 0,2863 0,3180 0,3809
18 0,2785 0,3094 0,3706
19 0,2714 0,3014 0,3612
20 0,2647 0,2941 0,3524
21 0,2586 0,2872 0,3443
22 0,2528 0,2809 0,3367
23 0,2475 0,2749 0,3295
24 0,2424 0,2693 0,3229
25 0,2377 0,2640 0,3166
30 0,2176 0,2417 0,2899
35 0,2019 0,2242 0,2690
40 0,1891 0,2101 0,2521
45 0,1786 0,1984 0,2380
50 0,1696 0,1884 0,2260
60 0,1551 0,1723 0,2067
70 0,1438 0,1598 0,1917
80 0,1347 0,1496 0,1795
20 0,1271 0,1412 0,1694
100 0,1207 0,1340 0,1608
1,223 1,358 1,629

n> 100 /n /n /n
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Ouvrages essentiellement de probabilités

FoaTA Dominique, FucHs Aimé — Calcul des probabilités, Dunod, 1998-2003.
Cours, exercices et problémes corrigés. Orienté Licence de mathématiques 3¢ année et
écoles d’'ingénieurs. Trés progressif et trés pédagogique.

OUVRARD Jean-Y ves — Probabilités 1 : CAPES— Agrégation, Cassini, 1998.

Beaucoup plus élémentaire que le titre ne le suggere (mais le tome 2 (Martingal es, chaines
de Markov) est d’un niveau plus élevé).

BouLEAU Nicolas — Probabilités de I'ingénieur, variables aléatoires et simulation, Hermann,
1986-2002.

Orienté modélisation et simulation.

MAzLIAK Laurent — Cours de probabilités de I'ingénieur, exercices et problemes corrigés,
Hermann, 1998.

Exercices gradués, jusqu’ aux niveaux convergences et fonction caractéristique.
LECOUTRE Jean-Pierre — Statistique et probabilités, Dunod, 2¢ édition, 2002.

Orienté économie-gestion. Intéressant surtout pour sa partie probabilités (70 % de
I’ensemble). Plutbt compact, assez poussé en théorie, nombreux exercices.

Ouvrages mixtes

SAPORTA Alain-Jacques — Probabilités, analyse des données et statistique, Technip, 1999,
4¢ réimpression 2002.

Une véritable bible trés claire, trés détaillée. Le niveau monte souvent mais le néophyte s'y
retrouvera. Avec en prime une initiation treés intéressante al’ « analyse des données ».
WONNACOTT Thomas H. et WONNACOTT Ronald J. — Statistique, Economica, 4¢ édition, 1991.

Orienté économie-gesti on-sciences-médecine. Avec de trés nombreux exemples concrets et
de trés nombreux exercices. Un gros pavé, riche et complet, aussi agréable a lire qu'a
utiliser. Malgré son absence du titre, la partie probabilités est raisonnablement développée.

DRrEss Frangois — TD Probabilités Satistique pour les sciences de la vie, Dunod, 2¢ édition,
2002.

Orienté sciences de lavie et de laterre. Cours et commentaires, exercices corrigés.
FEMENIAS Jean-Louis — Probabilités et statistique pour |es sciences physiques, Dunod, 2003.
Avec de trés nombreux exemples théoriques et concrets pour la physique.

CouTy Frangoise, DEBORD Jean, FREDON Daniel — Probabilités et statistiques pour DEUG SV
ET ST, PCEM, Pharmacie, Dunod, 1999.

Résumés de cours, exercices et problémes résolus, de la statistique descriptive a la régres-
sion linéaire.

VALLERON Alain-Jacques — Probabilités et statistique, Masson, 2001.

Manuel d enseignement orienté médecine-pharmacie. Aéré, pédagogique, nombreux exem-
ples et exercices.
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Ouvrages essentiellement de statistique

CHARUELLE Pascal, PINAULT Y ves — Statistique descriptive, Montchrestien, 2000.
Orienté économie et administration. Compact, trés clair, trés complet sur le sujet, nombreux
exemples détaillés.

Py Bernard — Statistique descriptive, Economica, 4¢ édition, 1996.
Orienté économie. Avec QCM et exercices corrigés.

ScHWARTZ Daniel — Méthodes statistiques a I’ usage des médecins et biologistes, Flammarion
M édecine-Sciences, 4¢ édition, 1993, actualisée 1996.

Un livre ancien qui n’a pas vieilli. Elémentaire et complet, trés bien expliqué, nombreux
exemples détaill és et commentés.

MEeoT Alain — Introduction aux statistiques inférentielles, De Boeck, 2003.
Orienté sciences humaines avec une réflexion de haute qualité.

FRONTIER Serge, DAvoULT Dominique, GENTILHOMME Valérie, LAGADEUC Yvan — Statisti-
ques pour les sciences de la vie et de I’ environnement, Dunod, 2001.

Présente un panorama trés étendu des techniques, avec de nombreux commentaires et
exemples trés concrets. Une ouverture intéressante vers |’ analyse des données.

VALLERON Alain-Jacques — Introduction & la biostatistique, Masson, 1998.

Beaucoup plus et beaucoup mieux qu’ une introduction ! Les notions et techniques de base
sont présentées et trés intelligemment commentées, leur application est détaillée sur des
exemples, le panorama est étendu méme si certains choix sont personnels.

DAGNELIE Pierre — Statistique théorique et appliquée, tome 1 : statistique descriptive et base
de I’inférence statistique, De Boeck et Larcier, 1998.
Un pavé trés complet avec de bonnes explications. La structuration interne en 3 niveaux est
un peu complexe maistout afait pertinente. Bibliographie trés (trop ?) abondante.

MoRTON Richard F., HEBEL J. Richard, MCCARTER Robert J. — Epidémiologie et biostatis-
tique, Aspen Publishers/Doin, 4¢ édition, 1996, réimpression 2002.

Tres élémentaire et tres pédagogique, pour tout comprendre (plutbt que pour pratiquer).
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